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I. Un amestec format din mase egale de apa si gheatd, m0 = ma=mg = 1 kg, este continut intr-

un vas cilindric izolat termic, prevazut cu un piston usor. Presiunea exercitata asupra pistonului

este crescutd foarte lent de la valoarea initiala p0 = 105 Pa pana la
pl =25-105 Pa.

Se stie cd temperatura de topire a ghetii scade odatd cu cresterea presiunii exterioare,
aproximativ  liniar, cu At = 1°C pentru o crestere a presiunii de

Ap’ = 135-105 Pa. Cantitatea de gheata topitd (apa rezultatd din topire) in timpul procesului
creste liniar cu presiunea si se poate folosi aproximatia cd masa de gheata topitd, Am, este mult
mai micd decat masele initiale de apa si gheatd, Am <« m0.

Caldurile specifice ale apei si ghetii sunt ca = 4.2 kJ/(kg K), cg = 2.1 kJ/(kg K), caldura latenta
de topire este A = 340 kJ/kg, iar densitatea ghetii satisface relatia pg = 0.9 pa, unde pa reprezinta
densitatea apei.

(1p) Estimati temperatura finald de echilibru a amestecului.

(2p) Estimati variatia volumului sistemului, AV , in functie de pa si Am.

(3p) Determinati lucrul mecanic L efectuat de forta exterioara.
Date: p0, p1, pa si Am.

(3p) Determinati masa Am de apa rezultatd din topire Tn timpul procesului.

1. Fiecare dintre subiectele 1, 2, respectiv 3 se rezolva pe o foaie separatd care se secretizeaza.

2. In cadrul unui subiect, studentul are dreptul si rezolve cerintele in orice ordine.

3. Durata probei este de 3 ore din momentul in care s-a terminat distribuirea subiectelor catre
studenti.

4. Studentii au dreptul sd utilizeze calculatoare de buzunar, dar neprogramabile.

5. Fiecare subiect se puncteaza de la 1 la 10. Punctajul final reprezinta suma acestora.
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II. a) (3p) Consideram doua sarcini electrice punctiforme aflate in repaus in vid la distanta D
una de cealalta. Sarcinile sunt de semn opus si au valori diferite, q; = —kq,, k > 1. (i) Aratati
ca suprafata echipotentiald de potential nul a cAmpului electric creat de aceste sarcini este o
suprafatd sferica. Determinati: (7i) raza si (iii) pozitia centrului acestei suprafete sferice.
Descrieti suprafata in raport cu pozitia sarcinilor. Rezultatele se exprima in functie de D si k.
b) (4p) Consideram un conductor electric ideal de forma sfericd, avand raza R si fiind legat la
pamant (potential nul). La distanta d = 2R de centrul conductorului sferic este fixata o sarcina
electrica punctiforma q. Considerdm sistemul aflat la echilibru electrostatic.
Determinati: (i) forta electricd ce se exercitd asupra sarcinii punctiforme; (ii) intensitatea
campului electric si (7ii) densitatea superficiala de sarcina electrica in punctul P de pe suprafata
conductorului aflat pe segmentul de dreaptd ce uneste punctul in care se afla sarcina
punctiforma si centrul conductorului;
¢) (2p) In cazul sistemului descris la subpunctul b) determinati intensitatea cAmpului electric si
densitatea superficiald de sarcind electricd in punctele P’ de pe suprafata conductorului aflate

in planul ce trece prin centrul conductorului si este perpendicular pe dreapta determinata de
centrul conductorului sferic si punctul in care se afla sarcina punctiforma q.

Rezultatele se vor exprima in functie de q, R si permitivitatea electrica a vidului &,.
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Indicatie: Se va folosi o consecinta a teorema de unicitate §i anume: potentialul electric
(implicit intensitatea campului electric) este unic determinat(a) de conditiile la frontiera unui
domeniu. Astfel, sistemul fizic descris la subpunctul b) este echivalent cu cel descris la
subpunctul a) pe domeniul spatial ce contine suprafata si exteriorul conductorului.

Se foloseste conventia standard ca potentialul electric pe suprafata de la infinit este nul.

Fiecare dintre subiectele 1, 2, respectiv 3 se rezolva pe o foaie separata care se secretizeaza.
2. In cadrul unui subiect, studentul are dreptul si rezolve cerintele in orice ordine.

Durata probei este de 3 ore din momentul in care s-a terminat distribuirea subiectelor catre
studenti.

4. Studentii au dreptul sd utilizeze calculatoare de buzunar, dar neprogramabile.

5. Fiecare subiect se puncteaza de la 1 la 10. Punctajul final reprezinta suma acestora.
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II1. Se dau doua oglinzi concave, avand aceeasi distanta focala f'si axa comuna. Sa se determine
distanta minima dintre varfurile oglinzilor, astfel incat imaginea unui obiect punctiform
luminos aflat pe axa principald si se formeze in acelasi loc cu obiectul, in urma reflexiilor
razelor de lumina care provin de la obiectul punctiform luminos, succesiv pe cele doua oglinzi.

1. Fiecare dintre subiectele 1, 2, respectiv 3 se rezolva pe o foaie separatd care se secretizeaza.

2. In cadrul unui subiect, studentul are dreptul si rezolve cerintele in orice ordine.

3. Durata probei este de 3 ore din momentul in care s-a terminat distribuirea subiectelor catre
studenti.

4. Studentii au dreptul sd utilizeze calculatoare de buzunar, dar neprogramabile.

5. Fiecare subiect se puncteaza de la 1 la 10. Punctajul final reprezinta suma acestora.
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Un amestec format din mase egale de apa si gheatd, mo = ma = mg = 1kg, este continut
intr-un vas cilindric izolat termic, prevazut cu un piston usor. Presiunea exercitata
asupra pistonului este crescutd foarte lent de la valoarea initiald po = 10> Pa pana la
p1=25-10°Pa.
Se stie cd temperatura de topire a ghetii scade odata cu cresterea presiunii
exterioare, aproximativ liniar, cu At'=1°C pentru o crestere a presiuniide
Ap’ = 135-10° Pa. Cantitatea de gheatd topitd (apa rezultatd din topire) in timpul
procesului creste liniar cu presiunea si se poate folosi aproximatia ca masa de gheata
topita, Am, este mult mai mica decat masele initiale de apa si gheata, Am << mo.
Caldurile specifice ale apei si ghetii sunt ¢ = 4.2 kJ/(kg K), cg = 2.1 kJ/(kg K), caldura
latenta de topire este A = 340 kl/kg, iar densitatea ghetii satisface relatia pg = 0.9 p,,
unde p, reprezinta densitatea apei.

(a) Estimati temperatura finala de echilibru a amestecului.
(b) Estimati variatia volumului sistemului, AV, in functia de p, si Am.

(c) Determinati lucrul mecanic L efectuat de forta exterioara.
Date: po, p1, paSi Am.

(d) Determinati masa Am de apa rezultata din topire in timpul procesului.
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Barem

(a) [1p]

Odata cu cresterea presiunii, temperatura de topire a ghetii scade si se
topeste o anumita cantitate de gheata; in consecinta, scade si temperatura
amestecului. (0.5 p)

Temperatura initiala a sistemului este to = 0°C, iar temperatura finald a
amestecului coincide cu temperatura de topire a ghetii corespunzatoare
presiunii finale:

t, =t — plA;p’,%At’ = —0.178 °C (0.5 p) (1)

(b) [2 p]
Masa totalda ramane neschimbata:

mg +my = 2my = const (0.5 p) (2)

Variatia de temperatura este mica, astfel incat variatia volumului sistemului
este determinata in principal de topirea ghetii. (0.5 p)

Pentru o masa infinitezimala de gheata topita, dm, putem scrie

dm dm dm
dV = dVg +dVy = 7= — 2% = — 7= (3)

Deci, pentru cantitatea totala Am > 0:

A
Vl—V0=AV=—£(1p) (4)

() [3p]

Notand cu m =2 mo masa actuala a apei, cantitatea de gheata topita in
timpul procesului, m — mo > 0, creste liniar cupresiunea:
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(d)

m —mo = =" (p(m) — po) (1 p) (5)
deci
p(m) = %(m —mg) +po (1 p) (6)

Lucrul mecanic efectuat :

_ _ mptAm p(m)dm_L(poﬂ)l)Am
L=~ [ pdv = [7oToT B = - ORPURR (1 p) 7)

unde am folosit formula de calcul a ariei trapezului.

[3 pl

Principiul I al termodinamicii pentru un proces infinitezimal se scrie in cazul
nostru:

—pdV = Adm + (2my — m)cydt + m_c,dt (1 p) (8)
unde am folosit ca dm <« m. (0.5 p)

Deci, pentru Am < mo:

1 ( )A
%w ~ mo(cq + ¢4) (81 — to) + AAm (1 p) (9)
de unde
mo(cq+cg)(t1—to)
Am = — (;L_al (%o+11?1) - ~ 3.3 g (05 p) (10)
9pa 2



Barem — Subiectul II - Electricitate si magnetism

1p — oficiu

Punctul a) — 3p

Folosind principiul superpozitiei potentialului electric pentru sistemul creat de cele doud sarcini
electrice se scrie expresia

V) = (SR ) = - (o). (1) 0,5p

ameg \|P-74| |14 ameg \|[F-74|  |7F-74]

Se alege un sistem de coordonate adecvat, de exemplu cu sarcina q, in origine si sarcina g, pe axa
Ox, de partea pozitiva, in punctul de coordonata x; = D .
Folosind conditia V (#) = 0, pe baza relatiei (1) si folosind sistemul cartezian introdus suprafata

echipotentiald de potential nul este descrisa de ecuatia

k 1
JG-D)Yty?tzZ  Jxityitz? (2 0.5p
Dupa prelucrari algebrice aceasta este adusa la forma
D \? 2, 2 _ (kD \?
(x + k2—1) +y“+z° = (k2—1) . 3) 05p
Se constata cad ecuatia (3) reprezinta ecuatia unei suprafete sferice.
Aceasta are raza
kD
R=——~ 4 05p
st centrul In punctul de coordonate
D
(0, %0,70) = (= =,0,0). (5)  05p

. <« R . _— ) D S
Se observa ca Pk k > 1 ceea ce inseamna ca sarcina q,, mai mica, se afla in interiorul
0

[xo |

. . . . . . . D -
suprafetei sferice echipotentiale de potential nul. De asemene, inegalitatea T+ = k > 1aratdca

sarcina q;, mai mare, se afla in exteriorul suprafetei sferice (echipotentiale de potential nul).

Ambele sarcini se afla de aceeasi parte a centrului acestei suprafetei sferice.

v




Punctul b) — 4p
Un conductor aflat la echilibru electrostatic este echipotential inclusiv pe suprafata exterioara a
acestuia. In cazul nostru suprafata conductorului sferic (legat la pamant) are potential nul. in plus
suprafata de la infinit are si ea potential nul. Astfel teorema de unicitate (mentionatd) ne asigura
ca sistemul conductor sferic (legat la pamant|) - sarcind punctiforma este echivalent, In exteriorul
conductorului, cu un sistem de doui sarcini punctiforme de semn opus. in consecintd in conductor
va patrunde sarcind electricd din pamant, indusd de prezenta sarcinii punctiforme aflatd in
apropierea acestuia, pana la stabilirea echilibrului electrostatic cand conductorul devine
echipotential, de potential nul. La echilibru electrostatic pe suprafata conductorului se realizeaza
o astfel de distributie Incét potentialul conductorului sa fie nul. Echivalenta sistemului cu un sistem
de doud sarcini punctiforme aratd cd distributia de sarcind pe conductor este echivalentd cu
,prezenta” unei sarcini punctiforme in interiorul conductorului. Aceastd sarcina punctiformad nu
exista n realitate si de aceea ea este numita ,,sarcind imagine (virtuala)”.

Se poate astfel identifica sarcina punctiformd g cu sarcina g, (exterioard) de la punctul a) si
sarcina imagine q'cu sarcina g,. Pentru a determina valoarea sarcinii imagine si pozitia acesteia
se folosesc relatiile (4) si (5) rescrise intr-un sistem de coordonate cu originea in centrul

conductorului sferic.

v

Notand cu d' distanta de la pozitia sarcinii imagine la centru conductorului sferic se poate scrie
d =|xg|,d = |xq| + D iar relatiile (4) si (5) conduc la egalitatile

R R Ixo |+D d

=—=k,

. .. R d . d q q
— = k, de unde se obtine relatiile — = —=si — = —— (deoarece — = —k).
R R ’ T d R R q q

Se obtin astfel relatiile ce determind sarcina imagine si pozitia acesteia,

, R , R
d' = q=-q7. (6) L,5p

2
7 ’



Varianta alternativa!!
Relatiile (6) se pot obtine si direct fara a utiliza rezultatele de la subpunctul a), se tine cont doar de
echivalenta celor doua sisteme si implicit existenta unei sarcini punctiforme imagine. Pe baza
principiului superpozitiei se impune ca potentialul pe suprafata sferica a conductorului sa fie nul
in orice punct al acestei. Pentru a preciza un punct arbitrar pe suprafata conductorului se introduc
coordonatele sferice pe sferd, unghiurile 6 si . Datoritd simetriei axiale potentialul nu depinde de
@ si se poate alege ¢ = 0, adica descrierea 1n planul xOy. Astfel conditia ca potentialul electric sa

fie nul in orice punct de pe suprafata conductorului se scrie sub forma

vE)=——(2-L)=_ ( a a )=O,V9€[O,n]

4meg \r T _41'[80 vd2+R%2-2dRcos6 Va'?+R2—2d'Rcos6

S-a tinut cont ca de la bun inceput ca sarcina imagine trebuie sa aiba semn opus, altfel nu se poate
realiza un potential nul (q' reprezinta acum modulul sarcinii imagine).
Dupa prelucrari algebrice aceasta conditie se rescrie sub forma
q*(d'* + R?) — q'*(d? + R?) — 2R(q?d’ — q'*d)cos8 = 0, V6 € [0,7],
care conduce la sistemul de doua ecuatii cu necunoscutele d’ si q’,
q?d' —q'*d =0
{qz(d’z +R?)—q'*(d*+R) =0
Eliminand q’2 intre cele doui ecuatii se obtine (d’ — d)(dd’ — R?) = 0. Solutia d’ = d nu este

corectd, deoarece ea conduce in plus la g' = q si in final la un potential nul in intreg spatiul nu
. R? - o T . .
doar pe conductor. A doua solutie d’ = - este cea cautata, care substituitd in prima ecuatie a

. . R . A1 x < .
sistemului conduce la q' = q 2 (subintelegand ca cele doua sarcini au semn opus).

In cazul concret al problemei noastre d = 2R si relatiile (6) conduc la
R
d=3,4q=-7. (M 05p
Forta electricd ce se exercitd asupra sarcinii g se determind direct, pe baza echivalentei stabilite,
ca forta de tip Coulomb exercitatd asupra acesteia de sarcina imagine q'. Ea este o fortd de atractie
indreptata spre centrul conductorului sferic si are modulul

lqllg’| 42

= = . 8
4mreg(d—d’)? 18meyR2 ( )

0,5p

—

Intensitatea cdmpului electric In punctul P, pe baza principiului superpozitiei, E = El + Ez si in

conditiile concrete ale problemei, E are modulul dat de expresia



_ _ __ ldl la'l — _ _ldl lal  _  3lql
E= El T EZ o 4meg(d—R)? T 4meg(R—d')? o 4megR? + 2megR2 - 4megR2”’ (9) 0,5[)

E este evident perpendicular pe suprafata conductorului.
Densitatea superficiald de sarcind electrica intr-un punct arbitrar de pe suprafata unui conductor
este datd de relatia

0P| = &|E@)| (100 05p
Pe baza relatiilor (9) si (8) densitatea superficiala de sarcind electrica in punctul P este
_ 3lal
o] = 2L (1) 05p

si ea are semn opus sarcinii q.

Observatie! Relatia generala (10) se poate determina simplu tinand cont ca E este perpendicular
pe suprafata conductorului, la suprafata acestuia, nul in interiorul conductorului si alegdnd o
suprafatd inchisd (gaussiand) infinitezimald in jurul unui punct arbitrar de pe suprafata
conductorului pe care se aplicd legea lui Gauss sub forma globala (integrald).

Punctul ¢) — 2p
Datoritd simetriei axiale analizdm problema intr-un plan fixat (ce contine axa de simetrie, axa

determinatd de pozitia sarcinii g si centrul conductorului sferic). Alegem acest plan a fi planul
x0y. Problema este similara in orice plan ce contine axa de simetrie, plan precizat printr-un unghi

de rotatie in jurul acesteia axe, ¢ € [0,27).

¢
v

QU
)

S-a considerat in figura ca g > 0 (rationamentul este echivalent si pentru g < 0)
Pe baza principiului superpozitiei intensitatea cAmpului electric in punctul P’ este E= El +E 2

Din geometria figurii se obtine

, R\?2 N R 5 . R 2V5
r=+(2R)?+R?>=RV5, r' = /(5) +R2=R7,Slna=;=?,smﬁ=7=T.(11)
0,5p

g o=d ol p o el __lal (12)  0,5p

" 4meer | 20megR2 " amegr’ ~ 10megR2




= . . ~ ~ ~
Deoarece E este perpendicular pe suprafata conductorului, in acest caz are componentd doar in

lungul axei Oy,

— _ _ . , _ | +5ldql V5q] 3+/5]q|
E=Ey= |E13’ EZY' = |Eysina — E;sinf| = |1001T€0R2 25meoR2|  100megR2 -(13)
no_ 3v5lq|
lo’] = 1007eR2 (14)

Confirmarea faptului ca E este perpendicular pe suprafata conductorului:

E —F —F,. ——Jld 25 __ld ¥5_,
x 1x 2Y 7 20megR2 5 10megR2 5 :




Concurs Hurmuzescu 2026, Problema de optica

Se dau doud oglinzi concave, avand aceeasi distantd focald f si axa comund. Sa se
determine distanta minimad dintre varfurile oglinzilor, astfel incat imaginea unui obiect
punctiform luminos aflat pe axa principald sa se formeze in acelasi loc cu obiectul, in urma
reflexiilor razelor de lumina care provin de la obiectul punctiform luminos, succesiv pe cele doua
oglinzi.

BAREM

Desen (2 puncte)

1 1 _1
—t+—=— 0,5 puncte
AT (0,5 puncte)
1 1 1
—+t—== 0,5 puncte
pr b f ©0.5p )
p'=d-p,

, 0,5 puncte
p,'=d-p (0.5 puncte)

Din cele 4 relatii de mai sus se obtine o relatie care ne da distanta p ca functie de
distantele d si f, dupa cum urmeaza:

(d—2f)(p2—pd+fd)=0 (4 puncte)



Intrucat d#2 framane ca  p>-pd+fd=0 cu solutiile:

p:di\/d2—4fd

1 punct
5 (1 punct)

In final, problema este posibild (p trebuie si fie real) daci d=>4f prin urmare distanta
minima dintre varfurile oglinzilor este d,,;,=4f (0,5 puncte)

Nota: se acorda 1 punct din oficiu.



