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subiectul 1 din 3
L. In prezent, Luna se roteste in jurul Pamantului pe o traiectorie aproximativ circulara cu raza
medie R = 3,85 - 108 m. Pentru aceasti problema se cunosc:

e constanta atractiei gravitationale Yy = 6,67 10711 N m?/kg?%;
e masa Pdmantului M =597-10%* kg.

Interactiunea Lunii cu alte corpuri ceresti, in afara de Pamant, se neglijeaza.

a) (2 puncte) determina expresia matematica si calculeaza valoarea numericd a perioadei de

rotatie a Lunii In jurul axei proprii.

Masurdtorile arata ca Luna de departeaza lent de Pamant cu o viteza radiala medie
v, = 3,8 cm/an. Pentru durate mult mai mici decat un timp caracteristic 7, rapoartele (t/7)",
unde n > 1, se pot neglija si astfel dependentele de timp ale madrimilor calculate se pot
liniariza. In plus, pentru duratele de interes, viteza radiald medie a Lunii se considerd
constanta.

In aceste conditii, determind, in aproximatia liniara a dependentei temporale:

b) (2 puncte) legea de variatie in timp a vitezei unghiulare a Lunii (8). Cu aceasta ocazie,
identificd timpul caracteristic 7, scrie-i expresia matematicd si calculeaza valoarea sa
numerica;

¢) (1 punct) acceleratia cu care creste distanta Pdmant — Luna (¥);

d) (1,5 puncte) acceleratia unghiulard a Lunii (6); Calculeaza valoarea numerica actuala a

acceleratiei unghiulare a Lunii (la t = 0).

Intrucat energia este o forma patraticd, in expresiile ei aproximative trebuie retinuti si termenii
care contin puterea a doua a timpului.
e) (2,5 puncte) Determind variatia energiei totale a Lunii intre un moment oarecare t si

momentul actual (t = 0), in campul gravitational al Pdmantului. Pentru aceasta sarcind de

lucru, se considera cunoscuta masa m a Lunii.
o s . . o -1 .
Obs.: Daca iti este utila, poti folosi aproximatia: (1 + x)" =1+ nx + %xz, daca |x| «

1 si n € R. La expresii care pot fi liniarizate, este suficientda doar forma liniara a formulei de
aproximare de mai sus.

1. Fiecare dintre subiectele 1, 2, respectiv 3 se rezolva pe o foaie separatd care se secretizeaza.

2. In cadrul unui subiect, studentul are dreptul si rezolve cerintele in orice ordine.

3. Durata probei este de 3 ore din momentul in care s-a terminat distribuirea subiectelor catre
studenti.

4. Studentii au dreptul sd utilizeze calculatoare de buzunar, dar neprogramabile.

5. Fiecare subiect se puncteaza de la 1 la 10. Punctajul final reprezinta suma acestora.
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subiectul 2 din 3
II. Pentru a participa la DH 2026, un student cazat in caminul 10 alege sa ia autobuzul nr. 9
citre Universitate. In drum spre statia de autobuz, isi achizitioneaza 200 ml de cafea avand
densitatea p = 1 g/ml, ambalatd intr-un recipient cilindric fara capac, omogen si foarte subtire,
de masa mr = 20 g, raza Rc = 3,3 cm si indltime Hc= 2R.. Odatd suit in autobuz, studentul isi
asaza cafeaua pe aparatul de validat biletele. De aici pana la tragedie mai e doar un pas... al
soferului pe pedala de acceleratie!
a) [2p] Considerand coeficientul de frecare dintre aparat si pahar u = 0,44, sa se gaseasca
acceleratia minima ar a autobuzului astfel incat paharul sa alunece de pe aparat. Cat timp i-ar
lua autobuzului sa atinga viteza de 100 km / h pastrand acceleratia ar constanta?
b) [3p] Presupunand ca paharul std pe loc, consideram ca suprafata liberd a cafelei se ajusteaza
instantaneu la noua pozitie de echilibru cand autobuzul accelereaza. Care este acceleratia
minima as» pentru care cafeaua iese din pahar (stropeste)?
¢) [4p] Presupunand ca lichidul se misca solidar cu paharul, sd se gdseasca valoarea acceleratiei
arnt pentru care paharul se rastoarna.

Puteti considera valoarea g = 10 m/s? pentru acceleratia gravitationald. Se acorda un punct din
oficiu.

1. Fiecare dintre subiectele 1, 2, respectiv 3 se rezolva pe o foaie separatd care se secretizeaza.

2. In cadrul unui subiect, studentul are dreptul si rezolve cerintele in orice ordine.

3. Durata probei este de 3 ore din momentul in care s-a terminat distribuirea subiectelor catre
studenti.

4. Studentii au dreptul sd utilizeze calculatoare de buzunar, dar neprogramabile.

5. Fiecare subiect se puncteaza de la 1 la 10. Punctajul final reprezinta suma acestora.
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subiectul 3 din 3

M

III. Un inel de masa M poate aluneca fara frecare pe o tija
orizontala. De inel este atasat un corp de masa m, prin
intermediul unei tije rigide de masa neglijabila si lungime L,
care se poate roti liber in planul vertical ce contine tija
orizontald, in jurul articulatiei sale (vezi figura). Initial tija de
lungime L este in pozitie orizontald (¢ = 90°), apoi este ldsata

libera.

m
a) (3p) Aflati coordonatele x si y ale corpului m precum si

viteza acestuia, atunci cand tija L ajunge In pozitie verticala. Part1cular1zat1 pentru M =
2m.
Originea sistemului de coordonate este in pozitia initiald a Iui M, cu axa x orientata
inspre dreapta si axa y orientata vertical in jos.

b) (2p) Presupunand cd M = 2m reprezentati, folosind schita de mai sus, la scard, vitezele
v, vX, vy si V ale corpurilor m si M la un moment dat (cand M se deplaseaza spre
dreapta iar o diferit de 0" si 90°) precum si proiectia vitezelor v si V pe directia tijei.

c) (4p) Demonstrati ca dependenta de o a vitezei corpului m este:
-1

v2(8) = 2gLcos(8) [1 + L] unde ¢ = —.

1+(1+g)?tan2 @ M

1. Fiecare dintre subiectele 1, 2, respectiv 3 se rezolva pe o foaie separatd care se secretizeaza.

2. In cadrul unui subiect, studentul are dreptul si rezolve cerintele in orice ordine.

3. Durata probei este de 3 ore din momentul in care s-a terminat distribuirea subiectelor catre
studenti.

4. Studentii au dreptul sd utilizeze calculatoare de buzunar, dar neprogramabile.

5. Fiecare subiect se puncteaza de la 1 la 10. Punctajul final reprezinta suma acestora.



in prezent, Luna se roteste in jurul PAmantului pe o traiectorie aproximativ circulara cu raza
medie R = 3,85 - 10® m. Pentru aceasta problema se cunosc:

e constanta atractiei gravitationale Y = 6,67 - 107 N m?/kg?;
e masa Pamantului M = 5,97 - 10%* kg.

Interactiunea Lunii cu alte corpuri ceresti, in afara de Pamant, se neglijeaza.

a) (2 puncte)determina expresia matematica si calculeaza valoarea numerica a perioadei
de rotatie a Lunii in jurul axei proprii.

Masuratorile aratd ca Luna de departeaza lent de Pamant cu o viteza radialda medie
v, = 3,8 cm/an. Pentru durate mult mai mici decat un timp caracteristic t, rapoartele (t/7)",
unde n > 1, se pot neglija si astfel dependentele de timp ale marimilor calculate se pot
liniariza. In plus, pentru duratele de interes, viteza radiala medie a Lunii se considera
constante.

n aceste conditii, determina, in aproximatia liniard a dependentei temporale:

b) (2 puncte) legea de variatie in timp a vitezei unghiulare a Lunii (). Cu aceasta ocazie,
identifica timpul caracteristic T, scrie-i expresia matematica si calculeaza valoarea sa
numerica;

c) (1 punct) acceleratia cu care creste distanta Pamant — Luna (¥);

d) (1,5 puncte) acceleratia unghiulara a Lunii (8); Calculeaza valoarea numerica actuala a
acceleratiei unghiulare a Lunii (lat = 0).

Intrucat energia este o forma pétratica, in expresiile ei aproximative trebuie retinuti si
termenii care contin puterea a doua a timpului.

e) (2,5 puncte) Determina variatia energiei totale a Lunii intre un moment oarecare t si
momentul actual (¢ = 0), in cAmpul gravitational al Pamantului. Pentru aceasta sarcina
de lucru, se considera cunoscuta masa m a Lunii.

Obs.: Daca iti este utila, poti folosi aproximatia: (1 + x)" = 1+ nx + @xz, daca |x| « 1

sin € R. La expresii care pot fi liniarizate, este suficienta doar forma liniara a formulei de
aproximare de mai sus.



Solutie:

a) Luna pastreaza aceeasi fata spre Pamant, de unde

Trot = Trev-
Dar
mM _ )
? =mw R,
adica
1 yM
“TRIR
sau
2n
Trev =—
adica
R
Trev = 2mR )/_M

avand valoarea numerica

T,or = 2,38+ 10° s = 27,5 zile|

Inplus, w = 2,64-107°s71,

b) Cum forta gravitationala este singura forta care actioneaza asupra Lunii, atunci momentul
cinetic al acesteia se conserva:

mR?w = mr?6.

Cum
_ _ o
r—R+vrt—R(1+Rt),
atunci
R\? Uy \ "2
9:(?) (1):0)(1+Et) ,
sau

éza)(l—Z%t).

Se observa de aici ca viteza unghiulara de revolutie a Lunii scade foarte lent in timp,
deoarece

avand valoarea numerica

|t =3,20-10"7 s|
c) Ecuatia de miscare a Lunii, pe directia radiala se scrie

. M
m(¥ — 0°%r) = — T:—Z.

de unde



Pt (1-22e) R (1420 -2 (14 2)
=~ w?R [(1—4” t) (1+%t)—(1—2%t)]
) )

Ur
R
EwZR[(l—S% —(1—2%t]

t

sau

P = —w?v,t|

d) Derivand in raport cu timpul expresia

rezulta

sau

La acest moment,

si are valoarea numerica

6 =-1,65-10"23s72|

e) La momentul actual
mv mM mv: mv: mM mv: mM

Ey = - = + — = — :
0T YR T2 T2 VTR T2 TR
deoarece
mM _ muv?
Rz~ R~
La un moment oarecare t,
E_mv2 mM
2 Y=
unde
v2=vr2+(9r)2.
Asadar
E_mvrz_i_m ,RY  mM
, T2 Zw r? 4 ro
muy mM[ Uy \ "2 v, ‘1]
= — 14+ —=t —2(1+—t
i 2+y2R(+R2 (+R) i
muvy mM v, vy U, vy
= +y—=I(1-2-t+35t*|-2(1——t+—t?
2 y2RI< R R2> ( R TR )l
sau
2 2
muvy mM mM vy
= — + —t2,
2 "R TV 2R R?



in concluzie




BAREM CORECTARE

Nr. Solutie Punctaj
a) Deoarece autobuzul accelerat constituie un sistem neinertial, legea a
doua a dinamicii pentru un corp de masa m asupra caruia actioneaza
fortele reale F se modifica dupa cum urmeaza:
ma,=F-ma,
- . . L . Ip
unde a reprezinta acceleratia autobuzului iar a, reprezinta acceleratia
relativa a corpului fata de autobuz.
Masa cafelei este m. = p. V. = 200 g. Masa totala a ansamblului
recipient-cafea este M = m. + m, = 210 g.
Asupra corpului actioneaza greutatea G, forta de reactie normald N si
forta de frecare Fyunde N= G =M g = 2,1 N. Impunand Ff = p N = 0,5p
0,924 N si a, = 0, rezultd acceleratia maxima a;= 4,4 m/s’.
Timpul necesar pentru atingerea vitezei de 100 km/h la aceasta viteza
este:
100 km/h 0.3p
m
At=———=6,315,
9
b) Suprafata libera de lichid este o suprafata echipotentiald, fiind ortogonala
pe rezultanta fortei care actioneaza asupra lichidului. Asadar, unghiul «
sub care se Inclind suprafata lichidului satisface:
a
tana=—. 1p
Impartind volumul de lichid in portiunea de fnaltime hy pana ce suprafata
incepe sa se incline, respectiv portiunea de ndltime h’ unde suprafata e
Inclinatd, volumul total de cafea va fi dat de
h r
V.=nR’ ho+ = . 1p
Impunand V.=200 ml, de aici rezulta hp+h’/2 = 5,8 cm.
Cafeaua se varsa cand hy + h’ = H, de unde rezulta h’/2 = H — (ho+h’/2),
adica h’=1,6 cm. Astfel putem gasi unghiul de inclinatie,
h
tana=——=0,24.
2R 1p
Drept urmare, cafeaua se varsi cand a = 0,24 g = 2,4 m/s°.
0) In momentul cand paharul incepe sa se ristoarne, acesta pastreaza 1p
contactul cu aparatul de validat bilete doar 1n coltul din stanga jos.
Consideram un reper avand originea in acest punct, axa x in sensul de
mers (spre dreapta), axa y orientata in sus si axa z iesind din pagina.
Pentru ca recipientul sa se rastoarne, momentul fortelor care actioneaza
asupra paharului, fata de punctul fix (originea O), trebuie sa fie pe
directia pozitiva a axei z. Deoarece forta de reactie normala va actiona Tn
punctul O, momentul acesteia este nul. Asadar,
Mtotalzlacm>< Maef’ aef:g -a.
Acceleratia a., cand paharul Tncepe sa se rastoarne se obtine cand R si 1p

a,s sunt vectori paraleli. Asadar, trebuie sa rezolvam ecuatia

a R
tana=—=

g h,

Centrul de masa al cafelei se gaseste la Tnaltimea

cm

. =2 R2=2,9cm.
i




Centrul de masa al recipientului (fara cafea) se gaseste la
_2nRHXx|H/2| 4

. =—R=2,6cm.
T 2nRH+mR* 5
Centrul de masa al sistemului recipient-cafea are inaltimea 1p
m,h,, . +m.h,
hcm: c'tem;c r'fem;r :2’9cm.
m.+m,
Asadar, acceleratia la care paharul se rastoarna este
R 2
a=——-=1,1g=11m/s". 1
hcm p
Oficiu | 1 punct se acorda din oficiu 1p

Total Subiect

10p




Concursul National Dragomir Hurmuzescu
Mecanica

Un inel de masa M poate aluneca fara frecare pe o tija

orizontala. De inel este atasat un corp de masa m, prin

intermediul unei tije rigide de masa neglijabila si lungime L,
care se poate roti liber in planul vertical ce contine tija
orizontal3, in jurul articulatiei sale (vezi figura). Initial tija de

lungime L este in pozitie orizontala (6 = 90°), apoi este
|asata libera.

a) Aflati coordonatele x si y ale corpului m precum si
viteza acestuia, atunci cand tija L ajunge in pozitie
verticala. Particularizati pentru M = 2m.
Originea sistemului de coordonate este in pozitia initiala a lui M, cu axa x orientata inspre
dreapta si axa y orientata vertical in jos.

b) Presupunand ca M = 2m reprezentati, folosind schita de mai sus, la scara, vitezele v, vy, vy si
V ale corpurilor m si M la un moment dat (cand M se deplaseaza spre dreapta iar 0 diferit de
0° si 90°) precum si proiectia vitezelor v si V pe directia tijei.

c) Demonstrati ca dependenta de 0 a vitezei corpului m este:

2 a - m
v (9) = ZgLCOS(H) [1 + W] unde q= 173



Barem
a) [3p]
Pe directia x nu avem forte, impulsul se conserva. Impulsul initial e 0, viteza CM e zero. (0.5 p)

Cand tija e In pozitie verticala, M si m se afla pe verticala CM deci x = x,,,,

M-0+mL

adica x = deci x = g (0.5 p)

y=1L. (0.5 p)

Din conservare de energie:

O=—mgL+@+% (0.5 p)
2M  2m’ ’
Din conservarea impulsului pe directia x: p,,, = —pu, (0.5 p)

de unde:

m2v? (1 1 . . m2v? M+m
mglL = (— + —) unde cu v am notat viteza luim. mgL = de unde

2 M m Mm
2 _ M s gL

v =2gL py— de underezulta v = ZJ: (0.5 p)
b) [2 p]
- vezi desen, vx trebuie sa fie 2V (1p);
v sa nu fie perpendicular pe tija L (0.5 p)

iar proiectiile lui V si v pe tija L sa fie egale (0.5 p)

c) [4p]

Conservarea impulsului pe directia x, vezi figura de mai
jos:

0 = MV 4+ mv, adics, MV —mv, = 0.V = qv, (1p) (1)

Conservarea energiei:

_ Mv?
T2

0

+ mTvz —mgLcos(0) (1p)(2)

Tija este rigida, ceea ce inseamna ca proiectia vitezelor lui M si a lui m, pe directia tijei, sunt
aceleasi.

Din desen:
Vsin@ = vy,cos6 — vysinf (1p) (3)

Din (1) si (3):



v, =1, (1+q)tané
v =vi+ vl =vi[1+(1+q)*tan?6]

De unde

2

2 _ 2.2 _ q 2
Ve=q've = 1+(1+q)?tan? 6 v (0-5p)

Tnlocuind in (2):

v2(6) = 2gL 7
= 2gLcos(0) [1 + ] (0.5 p)

1+(1+q)?%tan2 6



