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Rezumatul tezei de doctorat

drd. Vitalie LUNGU
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2.6 Mis, carea fotonilor s, i umbra găurii negre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
2.7 Concluzii la capitolul 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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Introducere
Studiul găurilor negre are un rol important atât ı̂n fizica teoretică, cât s, i ı̂n astrofizică, fiind
sust,inut de progrese observat,ionale remarcabile, precum detectarea undelor gravitat,ionale, ı̂n
2015 [1], s, i obt,inerea primei imagini a umbrei unei găuri negre, ı̂n 2019 [2]. Aceste realizări
experimentale confirmă existent,a găurilor negre ca obiecte astrofizice reale s, i oferă un cadru
fără precedent pentru testarea relativităt,ii generale. Important,a lor este amplificată de rolul pe
care ı̂l joacă ı̂n evolut,ia galaxiilor [3], ı̂n dinamica sistemelor binare compacte [4], precum s, i ı̂n
studiul proceselor de acret,ie s, i al emisiei de radiat,ie [5].

Energia ı̂ntunecată s, i chintesent, a. Expansiunea Universului este sust,inută observat,ional de
legea lui Hubble, conform căreia galaxiile se ı̂ndepărtează unele de altele cu viteze proport,ionale
cu distant,a dintre ele [6]. Observat,iile asupra supernovelor de tip Ia [7] s, i asupra radiat,iei
cosmice de fond [8], precum s, i măsurătorile furnizate de telescopul spat,ial Hubble au evident,iat
că expansiunea Universului este accelerată. Acest fapt a condus la introducerea conceptului de
energie ı̂ntunecată, caracterizată de o presiune negativă. Un model de energie ı̂ntunecată ı̂l
reprezintă chintesent,a [9], care a fost modelată ca un câmp scalar cuplat minimal la gravitat,ie s, i
caracterizat de un potent,ial ce variază ı̂n timp. Evolut,ia câmpului scalar determină expansiunea
accelerată a Universului, iar comportamentul acestuia diferă la scări galactice s, i cosmologice
datorită variat,iei parametrului de stare w [10]. În acest context, Kiselev [11] a obt,inut o solut,ie
statică a ecuat,iilor Einstein care descrie o gaură neagră ı̂nconjurată de un fluid anizotrop de tip
chintesent, ă, cu parametrul de stare ı̂n intervalul w ∈ [−1,−1/3].

Proprietăt, i orbitale s, i observabile asociate găurilor negre. În studiul mis, cării particulelor s, i
al proceselor de acret,ie ı̂n jurul găurilor negre, un rol fundamental ı̂l joacă proprietăt,ile orbitelor
legate. Stabilitatea orbitelor circulare poate fi analizată prin studiul oscilat,iilor cvasi-armonice,
descrise prin frecvent,ele epiciclice. Acestea au un rol important ı̂n interpretarea fenomenelor
astrofizice observate, cum ar fi oscilat,iile cvasi-periodice (QPO, quasi-periodic oscillations)
detectate ı̂n discurile de acret,ie din jurul găurilor negre [12].

Un alt aspect observabil important al găurilor negre ı̂l constituie umbra acestora (shadow).
Forma s, i dimensiunea umbrei depind de proprietăt,ile spat,iului-timp din vecinătatea găurii negre
s, i pot furniza informat,ii valoroase despre masa, parametrul de spin s, i eventualele câmpuri su-
plimentare prezente ı̂n jurul acesteia [13]. Observat,iile realizate de colaborarea Event Horizon
Telescope au oferit pentru prima dată imagini directe ale umbrei găurilor negre supermasive,
deschizând o nouă perspectivă pentru testarea teoriei relativităt,ii generale [2].

Obiectivele s, i structura tezei. Scopul principal al tezei este de a analiza solut,ii exacte ale
ecuat,iilor Einstein ce caracterizează găurile negre scufundate ı̂n chintesent, ă, inclusiv ı̂n prezent,a
câmpurilor electrice sau magnetice externe. O important, ă deosebită se acordă mis, cării particulelor-
test ı̂ncărcate sau neutre pe astfel de varietăt,i spat,io-temporale.

Fiecare capitol se bazează pe articole proprii publicate ı̂n reviste cotate ISI s, i se ı̂ncheie cu
o sect,iune de concluzii ı̂n care sunt subliniate rezultatele originale.
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1. Mis, carea particulelor ı̂n spat, iul-timp al unei găuri negre ı̂n
electrodinamica neliniară de tip power–Maxwell
În acest capitol, este analizat un model simplu de gaură neagră cu simetrie sferică ı̂nconjurată
de chintesent, ă. O metrică pentru acest spat,iu-timp a fost propusă pentru prima dată de Kiselev
[11], sursa acestei geometrii fiind un fluid anizotrop. Solut,ia Kiselev este reobt,inută ı̂n ca-
drul electrodinamicii neliniare ca solut,ie exactă a ecuat,iilor Einstein cuplate la electrodinamica
neliniară de tip power–Maxwell. Prin utilizarea unui ansatz electric sau a unuia magnetic, se
studiază mis, carea particulelor neutre s, i a celor ı̂ncărcate. De asemenea, este discutată stabilita-
tea termodinamică a găurii negre de tip power–Maxwell. Aceste investigat,ii constituie subiectul
lucrărilor [14, 15].

1.1. Solut, ia Kiselev
În lucrarea de referint, ă [11], Kiselev a propus o solut,ie statică, cu simetrie sferică, a ecuat,iilor
Einstein, care descrie spat,iul-timp al unei găuri negre ı̂nconjurate de chintesent, ă. Geometria
este generată de un fluid anizotrop s, i este descrisă de elementul de linie

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (1)

unde funct,ia metrică are forma

f(r) = 1− 2M

r
− k

r3w+1
. (2)

Aici, M este masa găurii negre, w este parametrul ecuat,iei de stare p0 = wρ, iar k este para-
metrul care caracterizează densitatea chintesent,ei. Pentru expansiunea accelerată a Universului
se impune intervalul w ∈ [−1,−1/3]. Fluidul care sust,ine această geometrie este anizotrop:
presiunea radială este pr = −ρ, presiunile tangent,iale sunt egale, pt = pθ = pφ, iar presiunea
efectivă este media acestora. Un caz important este cel corespunzător parametrului w = −2/3,
pentru care funct,ia metrică capătă forma simplificată

f(r) = 1− 2M

r
− kr. (3)

Orizonturile se obt,in din condit,ia f(r) = 0 s, i au expresiile

r− =
1−

√
1− 8kM

2k
, r+ =

1 +
√
1− 8kM

2k
, (4)

unde 8kM < 1. Prima solut,ie, r−, corespunde orizontului găurii negre, iar a doua, r+, este
un orizont cosmologic, regiunea fizică fiind cuprinsă ı̂ntre cele două orizonturi, r ∈ [r−, r+].
În limita M = 0, orizontul găurii negre dispare, dar rămâne un orizont cosmologic situat la
r+ = 1/k.
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1.2. Solut, ia Kiselev reobt, inută ı̂n electrodinamica neliniară de tip power–
Maxwell
Solut,ia Kiselev poate fi reobt,inută ı̂n cadrul electrodinamicii neliniare de tip power–Maxwell.
Prezentăm doar rezultatele principale, teoria fiind dezvoltată ı̂n lucrarea [14]. În această abor-
dare, act,iunea este dată de expresia [16]

I = − 1

16πG

∫︂
V
d4x

√
−g (R− αF q)− 1

8πG

∫︂
∂V

d3x
√
−γK + Ibd, (5)

unde F = FijF
ij , K este termenul Gibbons–Hawking definit pe frontiera spat,iului-timp ∂V , iar

Ibd este termenul de frontieră introdus pentru a face act,iunea finită. Ecuat,iile de câmp obt,inute
din act,iunea (5) sunt

Gij = Tij, ∂i
(︁√

−gF ijF q−1
)︁
= 0 (6)

iar tensorul energie-impuls asociat câmpului electromagnetic neliniar are forma

Tij = 2α

[︃
qFipF

p
jF

q−1 − 1

4
gijF

q

]︃
. (7)

În acest context, a fost obt,inută o geometrie statică de tip Kiselev, cu simetrie sferică, caracteri-
zată de funct,ia metrică

f(r) = 1− 2M

r
− krp. (8)

Parametrul k > 0 joacă rolul parametrului de chintesent, ă din solut,ia Kiselev, iar exponentul
p este legat de parametrul ecuat,iei de stare prin relat,ia p = −(3w + 1). Prin urmare, pentru
w ∈ [−1,−1/3], rezultă intervalul p ∈ [0, 2].

Ansatz-ul electric

Ca sursă a geometriei, se consideră un câmp electric neliniar, descris de potent,ialul vector cu
singura componentă nenulă

A0 = χ(r). (9)

Tensorul Maxwell se obt,ine din relat,ia Fij = ∂iAj − ∂jAi, iar invariantul electromagnetic are
forma F = −2 (dχ/dr)2 < 0. Ecuat,iile (6) sunt satisfăcute de solut,ia [14]

χ(r) = C1 + C2r
p+1, (10)

unde C1 s, i C2 sunt constante de integrare. Parametrul de chintesent, ă k poate fi scris ı̂n funct,ie
de sarcina electrică Qe sub forma

k =
2

2−p
4 Q

2−p
2

e

p(p+ 1)
. (11)

Ansatz-ul magnetic

Aceeas, i funct,ie metrică (8) poate fi obt,inută s, i printr-un ansatz de monopol magnetic [14, 15].
În acest caz, câmpul electromagnetic este descris de potent,ialul vector

Ai = (0, 0, 0, Qm(1− cos θ)), (12)

5



unde Qm este sarcina magnetică a găurii negre. Ecuat,iile neliniare ale lui Maxwell (6) sunt
satisfăcute, relat,ia dintre parametrul de chintesent, ă k s, i sarcina magnetică Qm fiind

k =
(2Q2

m)
2−p
4

2(p+ 1)
. (13)

1.3. Mis, carea particulelor ı̂ncărcate ı̂n jurul găurii negre ı̂ncărcate electric
Sursa geometriei este o gaură neagră ı̂ncărcată electric, cu sarcină Qe [15]. Particulele ı̂ncărcate
sunt caracterizate de sarcina specifică ε = q/m, unde q este sarcina electrică, iar m este
masa particulei. Spre deosebire de solut,ia originală Kiselev, aici sarcina electrică a particulei
influent,ează traiectoria prin cuplajul cu potent,ialul electromagnetic neliniar. Pentru studierea
diferitelor tipuri de traiectorii, se defines, te potent,ialul efectiv, care are expresia

V± = C1ε+ C2εr
2 ±

√︄
f

(︃
1 +

L2

r2

)︃
(14)

iar, pentru existent,a orbitelor fizice, se alege potent,ialul V = V+. Din condit,iile V = E s, i
V ′ = 0 rezultă expresia momentului cinetic

L2
± =

[8β2fr3 − f ′(f ′r − 2f)] r5 ± 4
√
2βf

√︁
2β2r4 − f ′r + 2f

r2(f ′r − 2f)2
, (15)

unde β = εC2. Cele două ramuri, L2
+ s, i L2

−, descriu orbitele circulare posibile ale particulelor
ı̂ncărcate ı̂n prezent,a câmpului electromagnetic neliniar.

e e e e

Figura 1: Stânga. Momentul cinetic L2
+ pentru diferite valori ale lui k s, i ε = 1. Dreapta.

Momentul cinetic L2
+ pentru diferite valori ale lui ε s, i k = 0.005. Razele corespunzătoare

ISCO sunt reprezentate de punctele de culoare neagră. S-a considerat valoarea M = 1.

În figura 1 este reprezentat momentul cinetic L2
+ pentru diverse valori ale parametrului k

(panoul din stânga) s, i ale sarcinii specifice ε (panoul din dreapta). Raza primei orbite circulare
stabile, rISCO (innermost stable circular orbit), scade atunci când parametrul de chintesent, ă
cres, te. În acelas, i timp, valoarea minimă a momentului cinetic necesar pentru o orbită circulară
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stabilă cres, te, ceea ce arată că particula are nevoie de un moment cinetic mai mare pentru a
rămâne pe o orbită stabilă la raze mai mici. Panoul din dreapta arată că, pentru k fix, cres, terea
sarcinii specifice ε produce un efect asemănător: curbele L2

+ se ridică, iar minimul lor se depla-
sează spre valori mai mici ale razei. Rezultă că rISCO scade odată cu cres, terea sarcinii parti-
culei. Acest comportament reflectă modificarea echilibrului dintre contribut,ia gravitat,ională s, i
cea electromagnetică, care influent,ează condit,iile de stabilitate ale orbitelor circulare.

1.4. Mis, carea particulelor ı̂ncărcate ı̂n cazul magnetic
Geometria Kiselev poate fi obt,inută s, i folosind un ansatz magnetic. În acest caz, se consideră
o gaură neagră de tip power–Maxwell cu sarcină de monopol magnetic Qm [15]. Pentru cazul
particular p = 1, funct,ia metrică este cea din (3). Spre deosebire de cazul electric, ansatz-ul
magnetic Aφ = Qm(1 − cos θ) cuplează direct mis, carea azimutală cu mis, carea polară. De
aceea, dinamica particulelor ı̂ncărcate trebuie analizată atât ı̂n direct,ia radială, cât s, i ı̂n direct,ia
polară [17]. Introducând timpul Mino [18] γ, definit prin r2dγ = dτ , ecuat,iile de mis, care au
forma [15]

dt

dγ
= r2

E

f
, (16)

dφ

dγ
=

1

sin2 θ
[L+ εQm(1− cos θ)] , (17)(︃

dθ

dγ

)︃2

= K − [L+ εQm(1− cos θ)]2

sin2 θ
, (18)(︃

dr

dγ

)︃2

= r4
[︃
E2 − f

(︃
1 +

K

r2

)︃]︃
(19)

unde f are expresia (3), iar K este constanta Carter [19].

Mis, carea polară

Intervalele permise de mis, care ı̂n direct,ia polară sunt reprezentate ı̂n figura 2. Zona cian co-
respunde mis, cării ı̂n emisfera sudică, zona galbenă mis, cării ı̂n emisfera nordică, iar zona gri
descrie traiectorii care traversează planul ecuatorial.

K
e

K
e

e

e
K

e

e
K

K

Figura 2: Reprezentarea momentului cinetic L ı̂n funct,ie de constanta Carter K pentru ε = 1 s, i
Qm = −2.

7



Mis, carea particulei are loc ı̂ntr-un con cu deschiderea θ = ArcCos(α) situat ı̂n jurul axei
definite de θ = 0, π. În cele trei cazuri enumerate mai sus, unghiul de deschidere al conului este
constant.

Mis, carea radială

Ecuat,ia radială (19) poate fi scrisă sub forma(︃
dr

dγ

)︃2

= rR(r), (20)

unde
R(r) = kr4 + (E2 − 1)r3 + (Kk + 1)r2 −Kr +K ≥ 0 (21)

s, i, pentru simplitate, s-a luat M = 1. Pentru E2 > 1, polinomul (21) admite cel mult o rădăcină
reală, corespunzând orbitelor de captare sau de evadare. Pentru E2 < 1, pot apărea până la
patru rădăcini reale, ceea ce permite existent,a orbitelor legate. Orbitele circulare apar atunci
când polinomul radial are o rădăcină dublă, adică R(r0) = 0 s, i R′(r0) = 0. Aceste condit,ii
conduc la domeniul permis pentru raza orbitelor circulare:

r0 ∈
(︃
1−

√
1− 3k

k
,
1√
k

)︃
(22)

Stabilitatea orbitelor circulare este determinată de semnul derivatei a doua a polinomului radial.
Orbitele marginal stabile se obt,in din condit,ia R′′(r0) = 0. Rădăcinile acestui polinom deter-
mină razele orbitelor critice ISCO s, i OSCO. Pentru k = 0 se recuperează cazul Schwarzschild,
cu r0 = 3. Cele două orbite critice coincid pentru r∗ = 4 s, i k∗ = 0.0107, astfel ı̂ncât pentru
k > k∗ nu mai există orbite circulare stabile. Pentru valori mici ale parametrului k, razele
orbitelor marginal stabile pot fi aproximate prin relat,iile

rISCO ≈ 3 + 27k + 1134k2 + 63423k3, (23)

respectiv

rOSCO ≈ 1√
3k

− 4

9
− 104

√
3k

81
− 3104k

243
. (24)

Parametrul de chintesent, ă restrânge domeniul orbitelor stabile s, i introduce o limită exterioară
pentru mis, carea legată.

Conurile Poincaré s, i exemple de traiectorii

Prezent,a monopolului magnetic face ca mis, carea particulei ı̂ncărcate să nu mai fie restrânsă
la un plan. În acest caz, traiectoria are loc pe un con Poincaré [20], a cărui deschidere ζ are
expresia

ζ = arctan

(︃
L

εQm

)︃
.

Unghiul dintre direct,ia momentului cinetic total J⃗ s, i axa Oz este dat de relat,ia

cos δ =
Jz
J

=
Jz√︁

L2 + ε2Q2
m

.
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Astfel, efectul monopolului magnetic este de a transforma mis, carea plană obis, nuită ı̂ntr-o
mis, care conică, controlată de momentul cinetic total s, i de cuplajul electromagnetic εQm.

(a) (b)

Figura 3: Traiectorii legate. Valorile numerice ale parametrilor sunt: Figura (a): 2M = 1,
K = 4, k = 0.001, E = 0.94, ε = 3, Qm = 1, L = 0.3. Figura (b): 2M = 1, K = 4,
k = 0.001, E = 0.94, ε = 9, Qm = 1, L = −5.

Din figura 3, ı̂n care sunt reprezentate exemple de traiectorii legate, se observă că sarcina
particulei s, i momentul cinetic au o influent, ă puternică asupra unghiului de deschidere al conului.
Sfera de culoare gri reprezintă orizontul găurii negre.

1.5. Proprietăt, ile termodinamice ale găurii negre
În cadrul electrodinamicii neliniare de tip power–Maxwell, proprietăt,ile termodinamice ale
găurii negre pot fi analizate atât pentru ansatz-ul electric, cât s, i pentru cel magnetic, obt,inându-
se rezultate similare [14]. Astfel, ı̂n cazul electric, temperatura găurii negre se obt,ine din
gravitat,ia superficială definită prin κ2

± = −1
2
∇iξj∇iξj , unde ξi = ∂t este vectorul Killing

asociat simetriei temporale. Pentru metrica analizată, temperatura Hawking la orizontul găurii
negre este dată de expresia

T− =
κ−

2π
=

f ′(r−)

4π
=

p− 2
2−p
4 Q

2−p
2

e rp−
4πpr−

. (25)

Pentru valori mici ale lui r−, se recuperează comportamentul Schwarzschild, T− = 1/(4πr−).
Temperatura orizontului cosmologic se defines, te cu semn opus,

T+ = −κ+

2π
= −f ′(r+)

4π
,

deoarece gravitat,ia superficială asociată acestui orizont este negativă. Analiza evident,iază că
prima lege a termodinamicii s, i relat,ia lui Smarr sunt satisfăcute.
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1.6. Concluzii la capitolul 1
Chintesent,a reprezintă un model viabil pentru energia ı̂ntunecată, iar solut,ia Kiselev a căpătat o
atent,ie deosebită ı̂n ultimii ani. În analiza noastră [14], solut,ia dedusă de Kiselev a fost regăsită
ı̂n cadrul electrodinamicii neliniare. Mai exact, metrica Kiselev este o solut,ie a ecuat,iilor Ein-
stein cuplate la electrodinamica neliniară de tip power–Maxwell. Interesant este faptul că se
obt,ine aceeas, i solut,ie folosind atât un ansatz electric, cât s, i unul magnetic.

În acest capitol, s-a studiat mis, carea particulelor neutre s, i a celor ı̂ncărcate electric ı̂n spat,iul-
timp al găurii negre de tip power–Maxwell. Ecuat,iile de mis, care sunt studiate detaliat atât ı̂n
cazul unei găuri negre ı̂ncărcate electric, cât s, i ı̂n cazul uneia ı̂ncărcate magnetic, punându-se ı̂n
evident, ă efectul chintesent,ei [15]. O atent,ie deosebită este acordată cazului ı̂n care gaura neagră
posedă o sarcină magnetică de tip monopol. Spre deosebire de cazul electric, aici mis, carea nu
mai este ı̂ntr-un plan, ci se desfăs, oară pe un con Poincaré [21], al cărui unghi de deschidere
depinde de sarcina efectivă a particulei-test ε s, i de sarcina găurii negre Qm, aceasta fiind direct
legată de parametrul de chintesent, ă k. Din analiza efectuată rezultă modul ı̂n care parametrul k
modifică pozit,ia orbitelor circulare s, i determină intervale pentru razele orbitelor stabile ISCO
s, i OSCO, aceste rezultate având o important, ă deosebită ı̂n fizica găurilor negre.

În ultima parte, am studiat termodinamica găurii negre de tip power-Maxwell. S-a demon-
strat că prima lege a termodinamicii, precum s, i relat,ia lui Smarr sunt satisfăcute. Capacitatea
calorică a unei astfel de găuri negre este negativă, ceea ce duce la concluzia că gaura neagră
este instabilă din punct de vedere termodinamic. Existent,a unui vârf de tip Schottky sugerează
că acest tip de gaură neagră ar putea funct,iona ca motor termic continuu.
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2. Gaura neagră ı̂ncărcată electric s, i scufundată ı̂n chintesent, ă
Scopul acestui capitol constă ı̂n studiul detaliat al mis, cării particulelor ı̂ncărcate ı̂n jurul găurilor
negre scufundate ı̂n chintesent, ă, ı̂n prezent,a unui câmp electric. Pentru a studia traiectoriile,
se deduc ecuat,iile complete ale mis, cării s, i se determină potent,ialul efectiv. În cazul general,
ecuat,iile de mis, care nu sunt integrabile analitic s, i traiectoriile se obt,in numeric. O atent,ie
deosebită se acordă calculului avansului de periastru s, i influent,ei energiei ı̂ntunecate asupra
acestuia. Calculele detaliate sunt prezentate ı̂n lucrarea [22].

2.1. Generalizarea solut, iei pentru gaura neagră ı̂ncărcată electric
Recent, ı̂n [22], a fost obt,inută o nouă solut,ie, pornind de la o geometrie cu simetrie sferică
generată de un fluid anizotrop. Aceasta are la bază elementul de linie

ds2 = − f

Λ2
dt2 + Λ2

[︃
dr2

f
+ r2

(︁
dθ2 + sin2 θdφ2

)︁]︃
, (26)

cu funct,ia metrică (3), adică f = 1− 2M/r − kr s, i mărimea Λ = 1− U2f , unde constanta U
este legată de sarcina găurii negre s, i satisface condit,ia U ≤ 1. Singura componentă nenulă a
potent,ialului vector este

At =
Uf

Λ
. (27)

Pentru clasificarea traiectoriilor, se utilizează potent,ialul efectiv de forma

Veff =
εUf

Λ
+

√︄
f

Λ2

(︃
1 +

L2

r2Λ2

)︃
. (28)

Atât mărimea U , cât s, i semnul sarcinii electrice efective ε au o influent, ă pronunt,ată asupra
condit,iilor de existent, ă a orbitelor legate. În exemplele de mai jos, se aleg valori ale parametrilor
care permit existent,a acestor orbite, punând ı̂n evident, ă avansul de periastru.

Figura 4: Potent,ialul efectiv (28) cu parametrii M = 1 s, i U = 0.5. Stânga. k = 0.01, ε = −2
s, i L =

√
6. Dreapta. k = 0.0005, ε = 0.6 s, i L = 5.

În figura 5 sunt reprezentate traiectoriile unei particule cu sarcină negativă ce se mis, că ı̂n
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potent,ialul reprezentat ı̂n panoul din stânga al figurii 4. Se observă că traiectoria particulei cu
energia E = 0.21 este deformată, iar avansul de periastru este negativ. Când energia particulei
cres, te la valoarea E = 0.25, orbitele legate de tip eliptic capătă o excentricitate mai mare,
iar avansul de periastru devine pozitiv (a se vedea panoul din dreapta al figurii 5). În cazul
unei particule-test cu sarcină pozitivă aflată ı̂n potent,ialul reprezentat ı̂n panoul din dreapta
al figurii 4, avansul de periastru este pozitiv, orbitele fiind reprezentate ı̂n figura 6. Forma
traiectoriei este puternic influent,ată de energia particulei.

Figura 5: Orbite legate pentru potent,ialul reprezentat ı̂n panoul din stânga al figurii 4, cu energia
particulei E = 0.21 (stânga) s, i E = 0.25 (dreapta).

Figura 6: Orbite legate pentru potent,ialul din figura 4 (panoul din dreapta), cu energia particulei
E = 1.610 (stânga) s, i E = 1.614 (dreapta).

2.2. Orbitele circulare s, i avansul de periastru
Dependent,a razei rISCO de sarcina specifică ε este reprezentată ı̂n figura 7. După cum se poate
observa, pentru valori negative ale sarcinii specifice ε, raza ISCO scade odată cu cres, terea lui
|ε|, ca rezultat al interact,iunii coulombiene atractive cu sarcina găurii negre. Pe de altă parte,
pentru particule ı̂ncărcate pozitiv, raza ISCO se deplasează la distant,e mai mari fat, ă de gaura
neagră. În ambele cazuri, prezent,a chintesent,ei conduce la o cres, tere a lui rISCO, ca urmare a
existent,ei unei fort,e repulsive induse de chintesent, ă.
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Figura 7: Dependent,a lui rISCO de ε pentru diferite valori ale lui k. Valorile parametrilor sunt:
M = 1 s, i U = 0.3.

Pentru metricile cu simetrie sferică, autorii din [23] au găsit o formulă generală pentru
avansul de periastru al orbitelor periodice cvasi-circulare. Frecvent,a azimutală este dată de
relat,ia

ωφ =
L

r2
, (29)

iar frecvent,a radială se calculează cu ajutorul derivatei a doua a potent,ialului efectiv ı̂n raport
cu r, ωr =

√
V ′′. Expresia avansului de periastru este definită prin relat,ia

∆φ = 2π

(︃
1√
Z

− 1

)︃
, (30)

unde Z = (ωr/ωφ)
2. Prin urmare, avansul de periastru este pozitiv atunci când 0 < Z < 1,

negativ când Z > 1 s, i zero pentru Z = 1.

Avansul de periastru ı̂n geometria Kiselev

În cazul geometriei Kiselev, avansul de periastru se exprimă ı̂n funct,ie de mărimea Z, care are
forma explicită

Z =
k2r4 − 3kr3 + 12Mkr2 + 2Mr − 12M2

2Mr − kr3
. (31)

Utilizând Mathematica, se poate demonstra că avansul de periastru pentru traiectoriile particu-
lelor care evoluează ı̂ntr-un spat,iu-timp Kiselev este ı̂ntotdeauna pozitiv.

Avansul de periastru pentru particule ı̂ncărcate ı̂n jurul găurii negre ı̂ncărcate electric s, i
scufundate ı̂n chintesent, ă

Din analiza figurilor 8, ı̂n care este reprezentată mărimea Z pentru diferite valori ale parametru-
lui de chintesent, ă, se observă că, spre deosebire de cazurile prezentate ı̂n sect,iunile anterioare,
unde Z < 1 s, i avansul de periastru este ı̂ntotdeauna pozitiv, ı̂n cazul particulelor ı̂ncărcate care
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se mis, că ı̂n jurul găurii negre Kiselev ı̂ncărcate electric, avansul de periastru poate fi atât pozitiv,
cât s, i negativ. Astfel, prin schimbarea semnului sarcinii particulei, ı̂n timp ce ceilalt,i parame-
tri sunt păstrat,i neschimbat,i, funct,ia Z poate deveni supraunitară, conducând la un avans de
periastru negativ. Avansul de periastru negativ devine mai pronunt,at pentru un parametru de
chintesent, ă mai mic.

Figura 8: Funct,ia Z ı̂n funct,ie de parametrul de chintesent, ă k pentru ε = −1 (stânga) s, i ε = 1
(dreapta). Valorile parametrilor sunt: M = 1 s, i U = 0.3.

2.3. Mis, carea fotonilor s, i umbra găurii negre
În ı̂ncheierea acestui capitol, este prezentată succint mis, carea fotonilor restrânsă la planul ecu-
atorial. Se calculează parametrul de impact

b2 =
L2

E2
=

r2Λ4

f
, (32)

a cărui valoare critică are expresia

bcr =
r0(1− U2f(r0))

2√︁
f(r0)

(33)

unde r0 este raza orbitei circulare. În cazul găurii negre Schwarzschild, această valoare este
bScr = 3

√
3M , pentru r0 = 3M . Pentru un observator situat la distant,e mari, rO ≫ M , raza

unghiulară a umbrei găurii negre este dată de expresia simplă: αsh ≈ bcr/rO. Valoarea critică a
parametrului de impact este identificată cu raza umbrei găurii negre (shadow), adică rsh = bcr.
Observat,iile EHT asupra lui M87* au furnizat estimări ale deviat,iei umbrei Schwarzschild, ex-
primate prin diferent,a dintre raza umbrei modelului rsh s, i raza umbrei unei găuri negre Schwar-
zschild cu aceeas, i masă, rSsh [2]. Această deviat,ie poate fi calculată folosind relat,ia

δ =
rsh

3
√
3
− 1, (34)

unde raza rsh este exprimată ı̂n unităt,i de masă. Evaluările numerice arată că parametrul critic
de impact bcr cres, te puternic cu parametrul k s, i, pentru r > 3M , se abate semnificativ de la
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valoarea Schwarzschild bScr = 3
√
3M . Atunci când câmpul electric este prezent, acesta reduce

valoarea lui bcr. Astfel, parametrii k s, i U2 au efecte opuse.

2.4. Concluzii la capitolul 2
În acest capitol, s-a studiat o gaură neagră statică de tip Kiselev, cu simetrie sferică ı̂n prezent,a
unui câmp electric. Potent,ialul efectiv joacă un rol crucial ı̂n determinarea tipului de orbită:
de captare, de evadare sau legată. O atent,ie deosebită a fost acordată traiectoriilor circulare s, i
cvasi-circulare. S-a arătat că chintesent,a s, i sarcina particulei-test afectează stabilitatea orbitelor
circulare. Astfel, chintesent,a conduce la o cres, tere a lui rISCO. Pe de altă parte, pentru ε > 0,
rISCO cres, te odată cu ε, pe când ı̂n cazul ı̂n care ε < 0, rISCO scade odată cu |ε|. Acest lucru se
datorează interact,iunii coulombiene dintre sarcina particulei s, i sarcina găurii negre. As, a cum
era de as, teptat, pentru geometriile de tip Kiselev, s-a arătat că avansul de periastru este pozitiv
s, i are o cres, tere semnificativă odată cu cres, terea parametrului de chintesent, ă.

Un aspect interesant, care apare doar la găurile negre ı̂ncărcate electric s, i scufundate ı̂n
chintesent, ă, este acela că avansul de periastru poate fi atât pozitiv, cât s, i negativ. Corelat cu
viitoare date observat,ionale, acest rezultat poate avea consecint,e astrofizice importante. Calcule
detaliate ale avansului de periastru ı̂n acest caz s, i ale influent,ei chintesent,ei asupra acestuia sunt
dezvoltate ı̂n lucrarea [22]. Mis, carea fotonilor este, de asemenea, influent,ată de parametrii
modelului. Astfel, mărimea umbrei găurii negre este afectată de U s, i k, iar parametrul de
impact se abate semnificativ de la valoarea sa ı̂n cazul Schwarzschild. Parametrii U s, i k au
efecte opuse, astfel ı̂ncât, odată cu cres, terea lui k, cres, te valoarea parametrului de impact, ı̂n
timp ce prezent,a câmpului electric duce la o scădere a acestuia.

15



3. Gaura neagră ı̂nconjurată de un câmp magnetic s, i de chintesent, ă
Scopul acestui capitol ı̂l reprezintă o analiză detaliată a unei găuri negre ı̂nconjurate de un câmp
magnetic poloidal s, i scufundate ı̂n chintesent, ă. O astfel de configurat,ie reprezintă o generalizare
a solut,iei Ernst care descrie o gaură neagră Schwarzschild scufundată ı̂ntr-un câmp magnetic
axial [24]. În modelul considerat, solut,ia Schwarzschild este ı̂nlocuită de metrica Kiselev. Re-
zultatele originale ale acestui capitol constituie subiectul lucrărilor [25, 26, 27], ı̂n care este
descrisă pe larg procedura de generare a acestei solut,ii s, i sunt clasificate tipurile de traiectorii.

3.1. Metrica găurii negre Kiselev magnetizate
În [25, 28], autorii au generalizat solut,ia găsită de Cardoso et al. [29], prin introducerea unui
câmp magnetic poloidal. Această solut,ie poate fi folosită ca model pentru o gaură neagră super-
masivă aflată ı̂n centrul unei galaxii s, i ı̂nconjurată de materie ı̂ntunecată. Astfel, metrica dedusă
ca solut,ie a ecuat,iilor Einstein are expresia generală [25]

ds2 = −fΛ2dt2 +
Λ2dr2

f
+ Λ2r2dθ2 +

r2 sin2 θ

Λ2
dφ2, (35)

unde f = 1− 2M/r − kr este funct,ia metrică, iar Λ este definită prin relat,ia

Λ = 1 +B2
0r

2 sin2 θ. (36)

Parametrul B0 este asociat induct,iei câmpului magnetic. Potent,ialul electromagnetic are com-
ponentele

Ai =

(︃
0, 0, 0,

B0r
2 sin2 θ

Λ

)︃
(37)

s, i generează un câmp magnetic aliniat axial, rupând simetria sferică a spat,iului-timp. Se poate
observa că, pentru B0 = 0, se obt,ine din (35) solut,ia Kiselev, as, a cum era de as, teptat. De
asemenea, când nu există o gaură neagră, adică pentru M = 0 s, i k = 0, se obt,ine universul
magnetic Melvin [30]. În cazul ı̂n care parametrul de chintesent, ă are valoarea k = 0, se re-
cuperează solut,ia Ernst [24]. O particularitate a solut,iei Ernst este aceea că nu este asimptotic
plată. Spat,iul-timp Ernst prezintă un orizont al găurii negre la r = 2M , analog cazului Schwar-
zschild. În acelas, i timp, el posedă caracteristicile spat,iului-timp Melvin pentru distant,e radiale
mari [31].

3.2. Mis, carea particulelor ı̂ncărcate ı̂n jurul găurii negre Kiselev magneti-
zate
În această sect,iune se deduce expresia potent,ialului efectiv ı̂n care se mis, că particula cu sarcină
specifică ε,

Veff (r, θ) = fΛ2

[︄
1 +

Λ2

r2 sin2 θ

(︃
L− εB0r

2 sin2 θ

Λ

)︃2
]︄
. (38)

Punctele de ı̂ntoarcere sunt date de solut,iile ecuat,iei E2 = Veff (r, θ). Potent,ialul efectiv (38)
este pozitiv pentru r ∈ (r−, r+) s, i θ ∈ (0, π) s, i se anulează la orizonturi. Spre deosebire
de spat,iul-timp Ernst, unde potent,ialul efectiv cres, te continuu cu coordonata radială r, această
particularitate poate conduce la aparit,ia unui maxim suplimentar al potent,ialului, ı̂n apropierea
orizontului cosmologic, permit, ând existent,a unei a doua orbite circulare instabile. Pentru a
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determina punctele critice ale potent,ialului (38), se impun condit,iile ∂rVeff = ∂θVeff = 0,
solut,iile acestora corespunzând punctelor de maxim s, i minim din planul ecuatorial, precum s, i
punctelor de s, a. Astfel, se obt,ine coordonata radială a punctului de s, a, rs =

√︁
2M/k, care este

determinată doar de prezent,a chintesent,ei.
Orbitele legate există atât timp cât energia particulei se află ı̂n intervalul E2 ∈ (E2

min, E
2
s ),

unde E2
min reprezintă energia punctului de minim al potent,ialului efectiv, iar E2

s este energia
asociată punctului de s, a. Observăm că potent,ialul efectiv reprezentat ı̂n figura 9 prezintă trei
puncte de extrem (un minim s, i două maxime), toate situate ı̂n planul ecuatorial, s, i două puncte
de tip s, a situate ı̂n afara planului ecuatorial.

Figura 9: Stânga. Reprezentarea 3D a potent,ialului efectiv (38). Planul de culoare verde re-
prezintă energia E2 = 0.68. Dreapta. Reprezentarea potent,ialului efectiv (38) ı̂n planul (x, z).
Regiunile permise de mis, care, pentru care E2 > V (x, z), sunt reprezentate prin zone colorate.
Planul ecuatorial este indicat prin linia albastră ı̂ntreruptă, iar orizontul cosmologic prin linia
neagră ı̂ntreruptă. În subfigura din dreapta, orizontul găurii negre situat la r = r− este repre-
zentat printr-o linie neagră continuă. Valorile numerice ale parametrilor sunt M = 1, k = 0.02,
ε = 3, B0 = 0.04 s, i L = 5.

Clasificarea orbitelor

• Orbite circulare. În funct,ie de valorile parametrilor, potent,ialul efectiv poate permite
existent,a unei orbite circulare stabile ı̂n planul ecuatorial.

• Orbite de captare. Particula cu energie E2 ∈ (0, Vmax1), care ı̂s, i ı̂ncepe mis, carea ı̂n regiu-
nea galbenă din panoul din dreapta al figurii 9, va fi capturată de gaura neagră. Acelas, i
lucru se ı̂ntâmplă s, i pentru valori mari ale energiei, E2 > Vmax1, caz ı̂n care regiunile
galbenă, cian s, i verde se unesc. O astfel de traiectorie este prezentată ı̂n figura 10.
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Figura 10: Stânga. Orbita de captare a unei particule cu energia E2 = 1.00. Dreapta. Repre-
zentarea orbitei ı̂n planul x− z. Valorile parametrilor sunt cele din figura 9.

• Orbite de evadare. Particula care ı̂s, i ı̂ncepe mis, carea ı̂n regiunea verde (a se vedea panoul
din dreapta al figurii 9) va evada către orizontul cosmologic, as, a cum se poate observa
ı̂n figura 11. Odată ce energia cres, te s, i E2 ∈ (Vs, Vmax1), regiunea verde se unes, te cu
cea cian, iar particula este ı̂ntotdeauna ı̂n regim de evadare. Pentru E2 > Vmax1, toate
regiunile permise se unesc, iar particula fie este capturată, fie evadează spre orizontul
cosmologic.

Figura 11: Stânga. Orbită de evadare a unei particule cu energia E2 = 1.00. Dreapta. Repre-
zentarea orbitei ı̂n planul x− z. Valorile parametrilor sunt cele din figura 9.

• Orbite legate. Aceste situat,ii corespund particulelor cu energia Vmin ≤ E2 < Vs, care se
mis, că ı̂n regiunea cian (a se vedea panoul din dreapta al figurii 9). De exemplu, particula
cu E2 = 0.68, care ı̂s, i ı̂ncepe mis, carea ı̂n regiunea gri, are o traiectorie legată, repre-
zentată ı̂n figura 12. Pe măsură ce energia particulei scade către valoarea minimă locală
Vmin, regiunea de culoare cian se mics, orează, iar traiectoria corespunzătoare tinde către o
orbită circulară.
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Figura 12: Stânga. Orbita legată a unei particule cu energia E2 = 0.68. Dreapta. Reprezentarea
orbitei ı̂n planul x− z. Valorile parametrilor sunt cele din figura 9.

Traiectoriile particulelor pot fi ondulate atunci când, pentru un θ constant, expresia lui φ̇ ı̂s, i
schimbă semnul. După cum se va vedea ı̂n sect,iunea următoare, proiect,iile traiectoriilor ı̂n
planul xOy au forma unor trohoide.

3.3. Orbitele ı̂n planul ecuatorial
În cele ce urmează, se consideră cazul simplificat al mis, cării ı̂n planul ecuatorial. Astfel, consi-
derând θ = π/2, funct,ia Λ devine

Λ0 = 1 +B2
0r

2 (39)

iar potent,ialul efectiv este

V0 = fΛ2
0

[︄
1 +

Λ2
0

r2

(︃
L− εB0r

2

Λ0

)︃2
]︄
. (40)

În analiza noastră, sunt alese valorile parametrilor B0 s, i k astfel ı̂ncât potent,ialul efectiv să
prezinte un minim ı̂ntre două maxime, permit, ând existent,a orbitelor legate. În general, traiecto-
riile timelike ı̂ntr-un câmp magnetic extern sunt ondulate, de tip trohoidal [32]. Particulele-test
care se mis, că ı̂n planul ecuatorial sunt supuse unei fort,e gravitat,ionale spre interior, care este,
de asemenea, ortogonală la liniile câmpului magnetic.

Din condit,iile V0 = E2 s, i V ′
0 = 0, se obt,ine expresia momentului cinetic corespunzător

traiectoriei circulare. Acesta este reprezentat grafic ı̂n figura 13. În panoul din stânga, se
observă că, odată cu cres, terea parametrului k, intervalul radial corespunzător orbitelor circu-
lare stabile cres, te. De asemenea, pozit,ia razei ISCO cres, te, indicând faptul că termenul de
chintesent, ă influent,ează stabilitatea orbitelor. În panoul din dreapta, se observă că, odată cu
cres, terea induct,iei B0, intervalul permis pentru orbitele circulare se ı̂ngustează, iar raza ISCO
se apropie de gaura neagră.
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Figura 13: Reprezentarea grafică a momentului cinetic L pentru diferite valori ale lui k s, i
B0 = 0.04 (stânga) s, i pentru diferite valori ale lui B0 s, i k = 0.02 (dreapta). Punctele de
culoare neagră reprezintă raza ISCO, rISCO. Celelalte valori numerice sunt: M = 1 s, i ε = 3.

Frecvent, ele epiciclice ale orbitelor cvasi-circulare

Mis, carea epiciclică a orbitelor cvasi-circulare este deosebit de importantă, deoarece frecvent,ele
acestei mis, cări pot fi corelate cu datele observat,ionale. Acestea au fost studiate s, i ı̂n spat,iul-timp
Ernst [33, 34]. Este de as, teptat ca, s, i ı̂n acest caz, chintesent,a să aibă un impact semnificativ.
Hamiltonianul sistemului poate fi separat ı̂ntr-o parte dinamică s, i una potent,ială, H = Hdin +
Hpot, partea potent,ială fiind

Hpot =
1

2

[︃
E2

gtt
+

1

gφφ

(︁
L− εB0r

2 sin2 θ
)︁2

+ 1

]︃
. (41)

Frecvent,ele epiciclice măsurate de un observator local au expresiile:

ω2
r =

1

grr

∂2Hpot

∂r2
, ω2

θ =
1

gθθ

∂2Hpot

∂θ2
, ωφ =

1

gφφ

(︁
L− εB0r

2
)︁

(42)

Din punct de vedere observat,ional, raportul ωr/ωθ poate fi relevant ı̂n analiza fenomenelor
de tip QPO (Quasi-Periodic Oscillations), deoarece raportul ωθ/ωr reprezintă o mărime direct
legată de condit,iile de rezonant, ă orbitală din vecinătatea găurilor negre [35]. În general, se
caută rapoartele de rezonant, ă ωr : ωθ = 1 : 2, ωr : ωθ = 3 : 2 s, i ωr : ωθ = 2 : 3. După
cum este reprezentat ı̂n panoul din stânga al figurii 14, odată cu cres, terea lui k, raportul ωθ/ωr

descres, te rapid s, i atinge valoarea zero la raze mai mici, sugerând o restrângere a regiunii ı̂n
care mis, carea latitudinală rămâne stabilă. În panoul din dreapta, pentru k = 0.02, variat,ia
parametrului magnetic B0 arată că intensificarea câmpului magnetic conduce, de asemenea, la
scăderea raportului ωθ/ωr pentru o valoare fixă a lui r. Astfel, câmpul magnetic tinde să reducă
dominant,a oscilat,iilor latitudinale ı̂n raport cu cele radiale, modificând rezonant,ele posibile
dintre cele două moduri de oscilat,ie.
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Figura 14: Reprezentarea grafică a raportului ωθ/ωr pentru diferite valori ale lui k s, i B0 = 0.04
(stânga) s, i pentru diferite valori ale lui B0 s, i k = 0.02 (dreapta). Celelalte valori numerice
sunt: M = 1 s, i ε = 3.

3.4. Abordarea analitică ı̂n aproximat, ia câmpului magnetic slab
O abordare analitică este posibilă doar ı̂n cazul unui câmp magnetic slab, pentru care se poate
lucra ı̂n aproximat,ia Λ ≈ 1, care este ı̂n concordant, ă cu datele observat,ionale. Pentru mis, carea
ı̂n planul ecuatorial, ı̂n primul ordin de aproximare, solut,iile ecuat,iilor de mis, care sunt

δr = α cos(ωτ)− 2M − kr20
2ω2r20

, (43)

δφ = −2εB0α

ωr0
sin(ωτ) +

εB0(2M − kr20)

ω2r30
τ, (44)

unde α reprezintă o constantă de integrare, iar ω = 2εB0

√︁
1− 2M/r0 − kr0 este frecvent,a ci-

clotronică relativistă. Expresiile (43) s, i (44) reprezintă solut,ia parametrică a unei trohoide [32].
În funct,ie de valorile parametrilor, sunt posibile trei tipuri de traiectorii, descrise de parametrul
η:

η =
2M − kr20
2ω2r20α

, (45)

acesta putând avea atât valori pozitive, cât s, i negative. Relat,iile de mai sus conduc la orbite de
tipul celor din figura 15. Aspectul traiectoriei depinde de modul ı̂n care termenii M/r20 s, i k/2 se
raportează unul la celălalt. De exemplu, dacă r0 > r∗ =

√︁
2M/k, orbita particulei se curbează

spre exteriorul găurii negre, deoarece termenul repulsiv domină. În cazul ı̂n care raza orbitei
circulare este apropiată de valoarea r∗, se recuperează mis, carea ı̂ntr-un spat,iu-timp plat, unde
particula are traiectoria elicoidă din dreapta figurii 15.
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Figura 15: Stânga. Cicloidă prolată cu η = −0.5 s, i L = 4.5. Cercul albastru reprezintă raza
orbitei circulare situată la r0 = 15. Dreapta. Mis, care elicoidală ı̂n jurul orbitei circulare situată
la r0 = 14, unde η = 0.09 s, i L = 3.9. Celelalte valori numerice sunt M = 1, B0 = 0.02, ε = 1
s, i k = 0.01.

Când orbita este perturbată atât ı̂n direct,ia radială, cât s, i ı̂n direct,ia polară, solut,ia ecuat,iei
pentru θ este dată de funct,iile Mathieu [36] sub forma:

θ1 = C1MathieuC(a, q, t) + C2MathieuS(a, q, t), (46)

unde C1 s, i C2 sunt constante de integrare, iar expresiile parametrilor funct,iilor MathieuC s, i
MathieuS sunt

a =
8ε2B2

0(2M − kr20)

ω4r30
, q =

8ε2B2
0α

ω2r0
=

a

2η
, t =

ω

2
τ. (47)

Figura 16: Diagrama de stabilitate a ecuat,iei Mathieu pentru q ∈ (0, 2).

În figura 16 este reprezentată diagrama de stabilitate a solut,iilor ecuat,iei Mathieu pentru
q ∈ (0, 2). Dacă parametrii a s, i q sunt negativi, regiunile de stabilitate sunt foarte ı̂nguste.
În analiza de fat, ă, parametrul q poate fi ajustat prin modificarea parametrului η. În funct,ie de
semnul expresiei 2M − kr20, parametrii a s, i q pot fi pozitivi pentru r0 < r∗ sau negativi pentru
r0 > r∗. Traiectoriile sunt preponderent instabile, acest fapt fiind o consecint, ă a prezent,ei
chintesent,ei.
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3.5. Geodezice nule. Efectul de lentilă gravitat, ională
La finalul acestui capitol, se revine la metrica generală (35) s, i este ment,ionat succint cazul geo-
dezicelor nule, datorită implicat,iilor astrofizice importante. Pentru a pune ı̂n evident, ă efectele
câmpului magnetic s, i ale chintesent,ei asupra geodezicelor nule, se determină parametrul de
impact b = L/E s, i unghiul de deviere α [27]. Ecuat,ia de mis, care este(︃

dr

dφ

)︃2

=
r2

Λ4

(︃
r2

b2Λ4
− f

)︃
, (48)

iar distant,a minimă fat, ă de gaura neagră, rmin, se obt,ine din condit,ia dr/dφ = 0. Parametrul de
impact critic bc este calculat pentru raza orbitei circulare r0 prin relat,ia

bc =
r

f 1/2Λ2

⃓⃓⃓⃓
r=r0

. (49)

Dacă parametrul de impact satisface relat,ia b > bc, atunci fotonul va fi deviat de gaura neagră,
iar dacă b < bc, acesta va fi atras ı̂n gaura neagră.

3.6. Concluzii la capitolul 3
În acest capitol, a fost analizată o gaură neagră magnetizată descrisă de o generalizare a solut,iei
Kiselev. Tipurile de orbite sunt date de potent,ialul efectiv, care depinde de valorile induct,iei
magnetice s, i ale parametrului de chintesent, ă. Aces, ti parametri determină intervalul radial de
existent, ă a orbitelor stabile. Analiza prezentată generalizează cazurile mis, cării particulelor
ı̂ncărcate ı̂n universurile Melvin s, i Ernst studiate de Lim [34], Frolov s, i Shoom [32]. Prin-
cipala diferent, ă este că, ı̂n modelul considerat, asupra unei particule-test act,ionează atât o fort, ă
gravitat,ională atractivă, cât s, i o fort, ă repulsivă indusă de chintesent, ă. Astfel, au fost puse ı̂n
evident, ă comportamente care nu au echivalent ı̂n spat,iul-timp Ernst. De exemplu, s-a evident,iat
existent,a unor puncte critice de tip s, a, situate ı̂n afara planului ecuatorial, precum s, i existent,a
unei valori de referint, ă a coordonatei radiale, dependentă doar de parametrul de chintesent, ă,
care limitează superior domeniul de existent, ă a orbitelor stabile.

În cazul unui câmp magnetic slab, pentru mis, carea ı̂n planul ecuatorial, se obt,in ecuat,iile
parametrice ale unor traiectorii trohoidale, ı̂n timp ce mis, carea perturbată ı̂n direct,ia polară este
descrisă de funct,iile Mathieu. Au fost puse ı̂n evident, ă intervale ale parametrilor pentru care
exponentul caracteristic Mathieu este real, iar funct,iile Mathieu sunt mărginite, ceea ce conduce
la traiectorii stabile fat, ă de planul ecuatorial. Ca o concluzie, se observă că prezent,a chintesent,ei
joacă un rol esent,ial, conducând la instabilitatea orbitei circulare fat, ă de planul ecuatorial.

În ceea ce prives, te frecvent,ele epiciclice, s-a constatat că acestea sunt puternic influent,ate
de prezent,a chintesent,ei, care poate modifica aspectul traiectoriei ondulate, curbând-o spre ex-
terior.

Rezultatele obt,inute ı̂n acest capitol au un pronunt,at caracter original, fiind publicate ı̂n
lucrările [25, 26, 27].
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4. Găuri negre ı̂n rotat, ie scufundate ı̂n chintesent, ă
Tema centrală a acestui capitol este analiza dinamicii particulelor-test care se mis, că ı̂n jurul
unei găuri negre de tip Kerr, ı̂nconjurată de chintesent, ă. Studiile recente au demonstrat că, pe
lângă efectele gravitat,ionale obis, nuite, prezent,a unei componente de energie ı̂ntunecată poate
modifica semnificativ traiectoriile particulelor, afectând astfel formarea discurilor de acret,ie s, i
a jeturilor relativiste [35]. Rezultatele originale prezentate ı̂n acest capitol au fost dezvoltate ı̂n
lucrările [37, 38].

4.1. Geometria găurii negre Kerr ı̂nconjurată de chintesent, ă
Recent, solut,ia Kiselev a fost generalizată la o metrică de tip Kerr, folosind algoritmul Newman–
Janis [35]. Elementul de linie al unei metrici nediagonale se scrie sub forma:

ds2 = gttdt
2 + grrdr

2 + gθθdθ
2 + gφφdφ

2 + 2gtφdtdφ (50)

unde componentele tensorului metric au următoarele expresii [35]:

gtt = −∆− a2 sin2 θ

Σ
, grr =

Σ

∆
, gθθ = Σ,

gφφ = sin2 θ

[︃
Σ + a2 sin2 θ

(︃
2− ∆− a2 sin2 θ

Σ

)︃]︃
,

gtφ = −a sin2 θ

(︃
1− ∆− a2 sin2 θ

Σ

)︃
. (51)

Aici, a este parametrul de spin al găurii negre, iar Σ s, i ∆ sunt date de relat,iile

Σ = r2 + a2 cos2 θ, (52)

∆ = r2 + a2 − 2Mr − kr1−3w. (53)

Ca s, i ı̂n capitolele anterioare, pentru simplitate, analiza se limitează la cazul ı̂n care para-
metrul din ecuat,ia de stare are valoarea w = −2/3. Se obt,ine următoarea constrângere asupra
parametrului de chintesent, ă k:

k < kc =
1

6M
(54)

s, i valoarea maximă permisă a parametrului de spin:

a ≤ ac =
2M√
3

(55)

care este mai mare decât ı̂n cazul găurii negre Kerr, unde ac = M .
Folosind formalismul Hamilton–Jacobi, se obt,in patru ecuat,ii ce descriu mis, carea particulei:

Σ
dr

dτ
= ±

√︁
R(r), (56)

Σ
dθ

dτ
= ±

√︁
Θ(θ), (57)

Σ
dφ

dτ
=

a

∆

[︁
E(r2 + a2)− aLz

]︁
−
(︃
aE − Lz

sin2 θ

)︃
, (58)
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Σ
dt

dτ
=

r2 + a2

∆

[︁
E
(︁
r2 + a2

)︁
− aLz

]︁
− a

(︁
aE sin2 θ − Lz

)︁
. (59)

Polinoamele care descriu mis, carea radială s, i polară au expresiile

Θ(θ) = Q+ cos2 θ

[︃
(m2 − E2)a2 − L2

z

sin2 θ

]︃
(60)

R(r) =
[︁
(r2 + a2)E − aLz

]︁2 −∆
[︁
(aE − Lz)

2 + r2 +Q
]︁
, (61)

unde Q este constanta Carter.

Mis, carea radială

Mis, carea radială este guvernată de ecuat,ia (56), pentru care trebuie impusă condit,ia R(r) ≥ 0
pentru a avea orbite fizice. În cazul unei rădăcini duble a ecuat,iei R(r) = 0, trebuie satisfăcute
simultan condit,iile R(r0) = R′(r0) = 0. Prin rezolvarea acestui sistem, se obt,in expresiile
energiei E s, i ale constantei Carter Q pentru care există o orbită sferică de rază r0.

Figura 17: Spat,iul parametrilor descris de energia E s, i constanta Carter Q, reprezentat pentru
M = a = Lz = 1 s, i k = 0.001. Curbele de culoare verde corespund orbitelor sferice instabile
având R′′(r0) > 0, iar curba de culoare ros, ie corespunde orbitelor sferice stabile cu R′′(r0) < 0.
Curbele se ı̂ntâlnesc ı̂n două puncte, notate pe figură cu 1 s, i 2, unde R′′(r0) = 0 s, i corespund
orbitelor sferice critice (OSC).

După cum se poate observa ı̂n figura 17, sunt posibile două tipuri de orbite sferice, cele
instabile, situate ı̂ntre r0 ∈ (r+, rOSC1) ∪ (rOSC2, rq), pentru care R′′(r0) > 0, s, i cele stabile,
situate ı̂n intervalul r0 ∈ (rOSC1, rOSC2) pentru care R′′(r0) < 0. Spat,iul parametrilor E–Q
este ı̂mpărt,it ı̂n trei regiuni distincte. În regiunea B1, ecuat,ia R(r) = 0 admite doar o solut,ie
reală pozitivă, iar orbita unei particule care are energia s, i constanta Carter asociate acestei
regiuni poate fi de captare sau evadare. Pe de altă parte, ı̂n regiunea B3, ecuat,ia R(r) = 0
admite trei solut,ii reale pozitive, prin urmare, orbita unei particule poate fi fie de captare, fie
de evadare, cele două regiuni fiind separate. Existent,a orbitelor legate este condit,ionată de
pozitivitatea polinomului R(r) ı̂ntre două rădăcini ale acestuia, iar rădăcinile trebuie să fie ı̂n
intervalul r ∈ (r+, rq). Acest caz corespunde energiei s, i constantei Carter ı̂n regiunea B2,
delimitată de dreptele verzi s, i curba ros, ie. Ecuat,ia R(r) = 0 admite cinci rădăcini reale pozitive,
dintre care doar patru sunt ı̂ntre cele două orizonturi. Astfel, orbita unei particule poate fi de
captare, evadare sau legată.
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Mis, carea polară

Pentru a avea orbite fizice, trebuie impusă condit,ia Θ(θ) ≥ 0, unde polinomul Θ(θ) are expresia
(60). Este mai convenabil să utilizăm variabila cos2 θ = u, astfel ı̂ncât ecuat,ia Θ(u) = 0 devine

εa2u2 −
(︁
εa2 +Q+ L2

z

)︁
u+Q = 0, (62)

unde ε = 1−E2. La poli, unde u = 1, avem Θ(u = 1) = −L2
z, astfel ı̂ncât particula-test poate

ajunge la poli doar dacă Lz = 0. Această traiectorie este cunoscută sub denumirea de orbită
polară. Pe de altă parte, ı̂n planul ecuatorial, unde u = 0, avem Θ(u = 0) = Q, astfel ı̂ncât
particula se poate ment,ine ı̂n acest plan doar dacă Q = 0. Solut,iile ecuat,iei (62) au forma

u± =
εa2 +Q+ L2

z ±
√︂

Q2 + 2 (L2
z − εa2)Q+ (εa2 + L2

z)
2

2εa2
. (63)

Pentru a avea orbite fizice, adică Θ(u) ≥ 0, trebuie impusă condit,ia ca cel put,in una dintre
rădăcini să fie ı̂n intervalul u ∈ [0, 1].

4.2. Orbitele sferice
Din condit,iile R(r0) = R′(r0) = 0, se obt,in expresiile energiei s, i ale constantei Carter care
trebuie să fie mărimi pozitive. Pentru o valoare critică a parametrului de chintesent, ă, k = k∗,
constanta Carter se anulează. Această valoare scade pe măsură ce raza orbitei sferice cres, te.

Pentru a determina zonele de stabilitate s, i instabilitate, se rezolvă sistemul R(r0) = R′(r0) =
R′′(r0) = 0 s, i se găsesc mărimile E, Q s, i r0 ı̂n funct,ie de parametrii M , a, k s, i L = Lz. Re-
prezentând grafic r0 ı̂n funct,ie de un parametru ales, se obt,in zonele de stabilitate/instabilitate.
În figura 18 sunt reprezentate aceste zone, pentru diferite valori ale parametrului k. Se poate
observa că, pe măsură ce k cres, te, zona de stabilitate se ı̂ngustează. Se poate arăta că pentru
k > 1/(8M), nu mai există orbite sferice stabile.

Figura 18: Reprezentarea grafică a zonelor de stabilitate (ros, u) s, i instabilitate (albastru) pentru
diferite valori ale parametrului k. Conturul de culoare neagră corespunde orbitei sferice critice
(OSC) s, i separă zona de stabilitate de cea de instabilitate. S-a considerat M = a = 1.

Solut, iile analitice ale ecuat, iilor de mis, care pentru orbitele sferice

Ca s, i ı̂n cazul metricii Kerr, ecuat,iile de mis, care admit solut,ii analitice, acestea fiind exprimate
prin funct,ii eliptice [39]. Folosind parametrul Mino λ [18], definit prin dτ = Σdλ, se obt,ine
solut,ia ecuat,iei care descrie mis, carea polară

θ(λ) = arccos

[︃√︂
u−sn(a

√︁
(1− E2)u+λ, κ)

]︃
, (64)
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unde u− s, i u+ sunt solut,iile ecuat,iei u(u− − u)(u+ − u) = 0 cu u = cos2 θ, iar κ =
√︂

u−
u+

.
Frecvent,a fundamentală a mis, cării polare este dată de relat,ia

Ωθ =
2π

Tθ

, Tθ =
4K(κ)

a
√︁

(1− E2)u+

(65)

unde Tθ reprezintă perioada unei oscilat,ii complete ı̂n latitudine, iar K(κ) este integrala eliptică
completă de spet,a ı̂ntâi. Variat,ia lui φ ı̂n timpul unei oscilat,ii ı̂n latitudine Tθ este

∆φ =
4

a
√︁

(1− E2)u+

[︂
LzΠ(u−, κ) +

a

∆

[︁
E(2Mr + kr3)− aLz

]︁
K(κ)

]︂
, (66)

unde Π(u−, κ) este integrala eliptică completă de spet,a a treia. Precesia orbitei sferice se poate
calcula prin relat,ia

Ω = Ωφ − Ωθ =
∆φ− 2π

Tθ

. (67)

Pentru k = 0, toate relat,iile de mai sus capătă formele particulare deduse ı̂n lucrarea lui Teo
[39]. În cazul Kerr, valoarea lui ∆φ este pozitivă pentru Lz > 0 s, i negativă pentru Lz < 0.
Orbitele prograde au |∆φ|> 2π, pe când cele retrograde au |∆φ|< 2π [39].

Figura 19: Expresia lui ∆φ ı̂n funct,ie de k, pentru o oscilat,ie ı̂n latitudine, pentru diverse raze
ale orbitelor. Se consideră Lz = 0.1 (stânga) s, i Lz = −0.1 (dreapta). Valorile parametrilor
sunt M = a = 1.

Chintesent,a joacă un rol crucial ı̂n fenomenul de precesie a orbitelor, după cum se observă
ı̂n figura 19. Astfel, orbitele sferice care sunt caracterizate de un moment cinetic Lz > 0
sunt ı̂ntotdeauna prograde, pe când ı̂n cazul Lz < 0 orbitele retrograde pot deveni prograde
odată cu cres, terea lui k, spre deosebire de cazul Kerr, unde orbitele cu Lz < 0 sunt ı̂ntotdeauna
retrograde. De asemenea, după cum se observă ı̂n figura 20, frecvent,a fundamentală de precesie
rămâne mereu pozitivă pentru Lz > 0, pe când ı̂n cazul Lz < 0, aceasta devine pozitivă doar
pentru valori mari ale lui k. Se observă că atât ∆φ, cât s, i Ω cresc odată cu k, ating valori
maxime, apoi ı̂ncep să scadă până ı̂n punctul ı̂n care constanta Carter devine nulă.

27



Figura 20: Precesia orbitei sferice (67) ı̂n funct,ie de k, pentru o oscilat,ie ı̂n latitudine, pentru
diverse raze ale orbitelor. Se consideră Lz = 0.1 (stânga) s, i Lz = −0.1 (dreapta). Valorile
parametrilor sunt M = a = 1.

Exemple de traiectorii sferice

În figura 21 sunt reprezentate câteva exemple de orbite sferice ı̂n jurul unei găuri negre de tip
Kerr, ı̂nconjurată de chintesent, ă. Parametrii utilizat,i sunt enumerat,i ı̂n tabelul 1, unde, pentru
simplitatea analizei, s-a considerat masa găurii negre M = 1.

Figura r0 a k Lz E Q ∆φ Ωθ Ωφ Ω
(a) 4/3 1 0.001 1.5 0.745 0.64 21.66 0.90 3.12 2.22
(b) 4/3 1 0.001 1.9 0.968 3.01 21.51 1.16 3.96 2.80
(c) 3/2 1 0.01 1.8 0.895 2.63 17.13 0.91 2.47 1.56
(d) 6 1 0.001 0 0.933 11.20 7.14 0.09 0.10 0.01
(e) 10 1 0.01 −3 0.951 7.23 −5.82 0.04 0.03 −0.01
(f) 10 1 0.001 3 0.944 2.35 6.65 0.03 0.04 0.01

Tabelul 1: Parametrii orbitelor sferice reprezentate ı̂n figura 21.

Rezultatele numerice arată că stabilitatea orbitelor sferice depinde puternic de valoarea con-
stantei Carter Q. Pentru orbitele apropiate de orizontul găurii negre, o valoare mică a lui Q
favorizează stabilitatea, as, a cum se observă ı̂n figura (a), ı̂n timp ce o valoare mare a aces-
teia conduce la orbite instabile, precum ı̂n figura (b). În acest caz, particula efectuează câteva
rotat,ii ı̂n jurul găurii negre, după care evadează spre orizontul cosmologic. Orbitele apropiate
de orizont au o precesie mare. Pentru traiectoriile din figurile (a) s, i (b), unde r+ = 1.033 s, i
r0 = 4/3, particula efectuează aproximativ 3.4 revolut,ii pentru fiecare oscilat,ie ı̂n latitudine.
Un comportament similar apare s, i ı̂n figura (c), unde orbita este instabilă, iar particula efec-
tuează aproximativ 2.7 revolut,ii pentru fiecare oscilat,ie latitudinală. Cazul particular Lz = 0,
prezentat ı̂n figura (d), descrie o traiectorie care trece prin poli la fiecare oscilat,ie ı̂n latitudine.
Chiar dacă momentul cinetic azimutal este nul, punctul final al traiectoriei este deplasat fat, ă de
punctul init,ial datorită efectului de frame-dragging. Pentru orbitele sferice ı̂ndepărtate, situate
la r0 = 10, precesia devine foarte mică. Orbita din figura (e) este retrogradă, deoarece Lz < 0,
iar |∆φ|< 2π, ceea ce ı̂nseamnă că particula efectuează mai put,in de o revolut,ie pentru fiecare
oscilat,ie ı̂n latitudine. În schimb, orbita progradă din figura (f) corespunde aproximativ unei
revolut,ii complete pentru fiecare oscilat,ie latitudinală.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 21: Exemple de orbite sferice. Traiectoriile reprezentate ı̂n panourile (b) s, i (c) sunt
instabile, pe când celelalte sunt stabile. Parametrii utilizat,i sunt enumerat,i ı̂n tabelul 1. S-a
considerat M = 1.

4.3. Concluzii la capitolul 4
Pentru a studia efectul chintesent,ei asupra mis, cării particulelor ı̂n jurul unei găuri negre aflate
ı̂n rotat,ie, a fost utilizată metrica propusă ı̂n lucrarea [35]. Chintesent,a conduce la aparit,ia unui
orizont cosmologic, mis, carea particulelor fiind restrânsă la intervalul r ∈ (r+, rq), unde r+ este
orizontul găurii negre, iar rq este orizontul cosmologic.

Este bine cunoscut faptul că metrica Kerr admite o valoare maximă a parametrului de spin,
amax = M , ı̂n timp ce prezent,a chintesent,ei conduce la valoarea maximă ac = 2M/

√
3 > M .

De asemenea, există o valoare critică a parametrului de chintesent, ă kc = 1/(6M), pentru care
parametrul de spin atinge valoarea maximă.

O atent,ie deosebită a fost acordată orbitelor sferice, datorită important,ei lor astrofizice.
Energia E s, i constanta Carter Q au fost parametrizate ı̂n funct,ie de momentul cinetic Lz s, i
de raza orbitei sferice r0. S-a observat că atât energia, cât s, i constanta Carter scad odată cu
cres, terea lui k, pentru o valoare dată a lui r0. De asemenea, pe măsură ce k cres, te, latitudinea
maximă a orbitelor sferice scade, acestea apropiindu-se de planul ecuatorial. Pentru anumite
valori ale lui k, constanta Carter devine nulă, iar mis, carea este limitată la planul ecuatorial.

Efectul chintesent,ei a fost evident,iat s, i ı̂n cazul stabilităt,ii orbitelor sferice; zona ı̂n care sunt
permise orbitele sferice stabile se restrânge semnificativ odată cu cres, terea lui k. Un rezultat
notabil este acela că, ı̂n prezent,a chintesent,ei, orbitele retrograde pot deveni prograde, spre
deosebire de cazul Kerr, unde orbitele cu Lz < 0 rămân ı̂ntotdeauna retrograde.

Rezultatele prezentate ı̂n acest capitol au fost publicate ı̂n lucrarea [37]. De asemenea, o
analiză a traiectoriilor sferice ale fotonilor ı̂n jurul găurii negre Kerr ı̂nconjurate de chintesent, ă
a fost publicată ı̂n lucrarea [38].
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Concluzii generale
Deoarece fiecare capitol se ı̂ncheie cu o scurtă sect,iune de concluzii, ı̂n continuare sunt enume-
rate succint rezultatele semnificative care au fost publicate ı̂n reviste cotate ISI.

În această teză, solut,ia propunsă de Kiselev a fost generalizată la cazurile complexe ale unor
găuri negre ı̂ncărcate electric sau magnetizate, statice sau ı̂n rotat,ie. O caracteristică importantă
a geometriei Kiselev o reprezintă existent,a a două orizonturi distincte: un orizont al găurii negre
s, i un orizont de tip cosmologic.

Un rezultat remarcabil este s, i reinterpretarea geometriei Kiselev ı̂n cadrul electrodinamicii
neliniare de tip power–Maxwell, unde s-a reobt,inut metrica Kiselev ca solut,ie exactă a ecuat,iilor
Einstein cuplate la un câmp electromagnetic neliniar [14]. În acest context, parametrul ce ca-
racterizează chintesent,a poate fi legat direct de sarcina electrică sau magnetică a găurii negre.

Prezent,a chintesent,ei modifică forma potent,ialului efectiv s, i afectează existent,a s, i stabilita-
tea orbitelor. În particular, s-a observat o cres, tere a razei orbitei ISCO, atât pentru particulele
neutre, cât s, i pentru cele ı̂ncărcate electric.

Un caz deosebit este cel al geometriei generate de un monopol magnetic, ı̂n prezent,a chin-
tesent,ei. As, a cum era de as, teptat, dinamica particulelor ı̂ncărcate prezintă o proprietate remar-
cabilă, traiectoriile fiind constrânse să evolueze pe as, a-numitele conuri Poincaré. S-a pus ı̂n
evident, ă faptul că unghiul de deschidere al conului depinde nu doar de sarcina particulei-test,
ci s, i de valoarea parametrului de chintesent, ă.

Un alt studiu realizat s-a concentrat asupra dinamicii particulelor ı̂ncărcate electric ı̂n jurul
unei găuri negre de tip Kiselev, ı̂ncărcată electric s, i ı̂nconjurată de un fluid de chintesent, ă care
este s, i o sursă a câmpului electromagnetic [22]. Interact,iunea electrică dintre particulă s, i gaura
neagră conduce la deformarea orbitelor legate, ı̂ntr-un mod analog situat,iei ı̂ntâlnite ı̂n spat,iul-
timp Reissner–Nordström–de Sitter. În plus, analiza avansului de periastru pentru orbitele cvasi-
circulare a arătat că, des, i ı̂n cazul particulelor neutre deplasarea periastrului este ı̂ntotdeauna
progradă, pentru particulele ı̂ncărcate electric, prezent,a chintesent,ei poate induce o deplasare
retrogradă a periastrului. Acest rezultat, ı̂mpreună cu influent,a chintesent,ei asupra umbrei găurii
negre, are consecint,e astrofizice importante.

O altă extensie a modelului a fost realizată prin considerarea unei găuri negre de tip Ki-
selev ı̂nconjurată de un câmp magnetic [25, 26, 27]. Prin utilizarea tehnicilor de generare a
solut,iilor pentru ecuat,iile Einstein–Maxwell, a fost obt,inută o solut,ie magnetizată nouă care
descrie o gaură neagră ı̂nconjurată de un fluid anizotrop de tip chintesent, ă s, i plasată ı̂ntr-un
câmp magnetic poloidal. Pentru un câmp magnetic slab care nu afectează geometria spat,iului-
timp, dinamica particulelor ı̂ncărcate este influent,ată semnificativ de prezent,a fort,ei Lorentz.
Prezent,a chintesent,ei se manifestă ca o fort, ă repulsivă suplimentară. În plus, parametrul de
chintesent, ă limitează superior domeniul de existent, ă a orbitelor stabile. În apropierea orbitelor
circulare stabile, mis, carea particulelor prezintă oscilat,ii radiale s, i latitudinale cvasi-armonice,
iar traiectoriile rezultate au forme trohoidale, caracteristice mis, cării particulelor ı̂ncărcate ı̂n
câmpuri magnetice.

Un rezultat important ı̂l constituie analiza frecvent,elor epiciclice asociate oscilat,iilor radiale
s, i verticale ale particulelor, ı̂n vecinătatea orbitelor circulare stabile. S-a arătat că atât câmpul
magnetic extern, cât s, i parametrul de chintesent, ă modifică semnificativ aceste frecvent,e, ceea
ce poate conduce la efecte observabile ı̂n spectrele oscilat,iilor cvasi-periodice din discurile de
acret,ie ale găurilor negre. În regimul câmpului magnetic slab, se pot obt,ine solut,ii analitice
ale ecuat,iilor de mis, care, exprimate prin funct,ii Mathieu, ceea ce oferă posibilitatea unui studiu
mai aprofundat al stabilităt,ii. Ca rezultat important, s-a observat că, ı̂n prezent,a chintesent,ei,
orbitele circulare devin instabile fat, ă de planul ecuatorial.
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Ultima parte a tezei este dedicată geodezicelor particulelor-test ı̂n jurul unei găuri negre
de tip Kerr, ı̂nconjurată de chintesent, ă [37, 38]. Prezent,a chintesent,ei introduce modificări
semnificative ı̂n structura metricii s, i conduce la o structură mai complexă a orizonturilor. În
funct,ie de valorile parametrilor modelului, pot apărea trei orizonturi distincte: orizontul interior,
orizontul exterior al găurii negre s, i un orizont cosmologic.

O atent,ie deosebită a fost acordată orbitelor sferice, caracterizate printr-o rază constantă.
S-a evident,iat faptul că parametrul de chintesent, ă influent,ează ı̂n mod semnificativ pozit,ia s, i
stabilitatea acestor orbite, cres, terea parametrului k conducând la destabilizarea lor. În plus,
chintesent,a conduce la o cres, tere a numărului de revolut,ii pentru fiecare oscilat,ie ı̂n latitudine
s, i la o scădere a latitudinii maxime, orbitele apropiindu-se de planul ecuatorial. De asemenea,
ı̂n prezent,a chintesent,ei, orbitele retrograde pot deveni prograde.

31



Bibliografie selectivă
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5. V. Lungu, M.A. Dariescu, C. Stelea. Charged particles orbiting a magnetized black hole
immersed in quintessential matter. Physical Review D, 111(6), 064014, 2025.
FI=5.3, AIS=0.858, 4 citări
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