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Problema |

Un punct material (PM) este lansat cu viteza
v, paralela cu axa x, pe interiorul unui cerc

fix de raza R aflat n plan vertical, Tn cdmp
gravitational uniform de intensitate g, paralel
si de sens opus axei y, vezi desenul alaturat.
Considerand o miscare fara frecare,
calculat;:

1. viteza minima de lansare v, pentru ca PM

sa ramana permanent in contact cu cercul gi
viteza cu care PM ajunge in punctul de
maxima inaltime H in acest caz;

Vo

v

2. viteza minima de lansare v, pentru care PM se desprinde de cerc;

3. viteza v, pentru ca, dupa lansare, PM sa treaca prin originea O a planului xy,
aflata in centrul cercului.

Conf. univ. dr. T. O. Cheche, Universitatea Bucuresti
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Problema Il

Un mic inel cu masa m poate aluneca fara frecare pe o tija verticala fixa,

nedeformabila. Inelul este legat de capatul unui fir ideal. Firul este trecut peste un cui
neted, iar la capatul liber este legat un mic cub cu
masa M > m. Cuiul se afla la distanta [ de tija, iar
sistemul este tinut in repaus cu inelul aflat la nivelul
cuiului (v. Fig.). Alegand nivelul la care s-a aflat cubul
la momentul initial drept nivel de referinta pentru
energia potentiala gravitationala, determina:

a) lucrul mecanic elementar efectuat de fortele y
externe care actioneaza asupra cubului, lucrul .
mecanic elementar efectuat de fortele externe :":Tx

care actioneaza asupra inelului. Arata ca lucrul
mecanic total, obtinut prin sumarea primelor doua, are expresia mgdy — Mgdx;

b) distanta y, parcursa de inel pana la urmatoarea oprire si lungimea minima ,;,, a
firului care permite parcurgerea acestei distante de catre inel;

c) viteza v, a inelului in momentul in care energia cinetica totala a sistemului este
maxima, precum si tensiunea 7, din fir in acel moment.

Problema propusa de:

Conf. Univ. Dr. Sebastian POPESCU, Universitatea ,Alexandru loan Cuza” din lasi
Conf. Univ. Dr. Daniel ANDREICA, Universitatea ,Babes - Bolyai” din Cluj - Napoca
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Problema lll

Un meteorit cu masa m = 20 tone intra
in sfera de atractie gravitationala a
Pamantului. Meteoritul este observat
atunci cand se afla la distanta o = 8R
de centrul Pamantului, unde R este
raza Pamantului; viteza meteoritului n

momentul observarii este v, =.gR,

unde g este acceleratia gravitationala la
suprafata Pamantului. Directia vitezei
meteoritului in momentul observarii sale
formeaza unghiul 6 = 30° cu vectorul de
pozitie avand originea 1in centrul

Vm

Pamantului (vezi figura). Y

a) Determinati distanta minima m la
care se apropie meteoritul de Pamant si
viteza sa vm iIn momentul respectiv.

Analizele astronomilor au condus la concluzia ca meteoritul este alcatuit, in cea mai
mare parte, dintr-un metal rar si valoros, drept pentru care s-au gandit sa-1 aduca pe
Pamaéant. Fiind un fel de cursa contra cronometru, o agentie spatiala si-a propus sa
foloseasca urmatoarea metoda (nu foarte eleganta):

Profitand de faptul ca agentia are o naveta
spatiala cam veche, cu masa ms = 16 tone, ce
arbitreaza n jurul Pamantului, pe o orbita
circulara cu raza n = 2R, inginerii agentiei s-au i o 2R
gandit sa transfere aceasta naveta pe o orbita / /’7< \

Traiectoria
meteoritului

Orbita ——

eliptica care sa intdlneascé traiectoria A{ b B
meteoritului chiar in punctul si in momentul in \ Mt "

care acesta se afla cel mai aproape de Pamant \\\:\_ B /

(vezi figura). Ar urma ca naveta si meteoritul sa Pt

Traiectoria
de transfer

se ciocneasca frontal, plastic, iar corpul astfel
rezultat sa cada pe Pamant.

Pentru ca naveta sa treaca de pe orbita circulara
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pe cea de interceptie a meteoritului este nevoie
ca in punctul A sa fie pornit pentru scurt timp
motorul de propulsie al navetei, pentru ca viteza
acesteia sa creasca.

Aflati:
b) Cu ce viteza v va ajunge naveta in punctul B si cat timp va dura transferul
navetei din Ain B?
c) Corpul rezultat prin ciocnirea navetei cu meteoritul va cadea pe Pamant sau el va
deveni un satelit al Pamantului? Argumentati cantitativ raspunsul dat.
Se vor lua g = 10 m/s? si R = 6400 km.
Se neglijeaza frecarile precum si influentele gravitationale ale altor corpuri ceresti, iar
Pamantul este presupus fix si sferic.

Conf. Univ. Dr. Paul Barvinschi, Universitatea de Vest din Timisoara
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Problema |

Notare: Fiecare intrebare are 10 puncte (nota finala se obtine prin mediere).

1.
Pentru PM in contact cu cercul, H 4y
mv*
=N -mgcosa (1) 2p
R
si fata de dreapta de referinta y =—R, o X
2 2
Vo v N
m—=m—+mgR(l—cosa). (2) 2p
o= m—+ mgR( ) ,
a
Din (1) si (2) =>
(1) si(2) > Vo

gR

sz > l mg

N=mg(—2+3c0sa+—° (3)

Pentru contact permanent N > 0 pentru orice o;

(3 cosa _Z)an =-5 (pentru a =(2n+1)x, n intreg) si, din (3), obtinem conditia:
2
(—5 + V—O] >0 (4)
gR
=>
Vomin =R . (5) 5p

Deci, daca in miscarea sa pe interiorul cercului PM lansat din S ajunge in H (la inaltime maxima 2R
fata de punctual de start S), ceea ce se intampla pentru lansare cu viteza cel putin v, . =+/5gR ,

obtinem ca PM va continua sa ramana in permanent contact cu cercul ( N(«) > 0 pentru

orice a #(2n+1)x, n intreg).

Din (2), cu vy, = Vi, =+/O8R si a =1, viteza PM in H este:
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vH:\/g_R. (6) 1p

Comentariu: mai direct, trebuie considerat cazul cel mai nefavorabil pastrarii contactului, contactul in

H si realizat ca N scade cu « € [0, 7z] pentru vo dat.

2.

Din (3)

2

N = mg[v—°+200sa—2+cosaJ (7)
gR

sidin (2)

v2

-2 4 2cosa—22>0 (8)

gR

Din (7) si (8) => N poate fi nul (desprindere) numai pentru

cosa<0<=> qe[r/2,37/2]. (9)5p

Pentru cadranll, a € [7r/2, 7[] : functia —2 + 3cos a este monoton descrescatoare si pentru

contact la limita (N = 0), din (3), obtinem ca v, trebuie sa creasca cu a (v, () trebuie sa fie 0

functie strict crescatoare). 2p

Pentru cadran lll, € [7[, 3/ 2] : functia =2 + 3 cos a este monoton crescatoare, dar pentru ca PM
sa ajunga in acest cadran trebuie sa treaca mai intai prin punctul H de inaltime maxima (trebuie sa fie

lansat cu viteza cel putin egala cu v, =+/5gR , conform cu 1). 2p

In consecinta, viteza minima de lansare astfel incat PM sa se desprinda de cerc corespunde unghiului

minim din intervalul o € [7[/2, 37z/2] , aa=m/2,sidin (3) obtinem:

Vomin = 2gR 1p
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3.
X, =Rsing, si y,=—Rcosq, . (10) 1p
Din (2)
Vi =v; —2gR(l —cosal). (11) 0.5p

Din (3), cu N =0 (pentru desprindere),

2
cosa, :( _Voj/3 . (12) 0.5p
gR

Ecuatia traiectoriei (parabola) cu lansare in L

2
X—x
y=y1+(x—x1)tgal—M, (13) 1.5p
2v; cos” ¢

este scrisa pentru originea O

2
8x

PN (14) 2p
2v; cos’ a,

0=y, —xtga, —

si dupa simplificare cu (10), (11) si (12) se obtine
g’ R’ —4gRv; +v; =0. (15) 1p

=>

v =(2+3)gR, (16) 1p

iar solutia care convine (V12 >0 in (11)) este

v =(2++/3)gR. (17) 2.5p
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Problema |l
A 20p
Asupra cubului actioneaza doua forte: greutatea sa si tensiunea din fir. Lucrul
elementar efectuat de aceste forte este 2x
0,25
drl_,, =Tdx — Mgdx.
Asupra inelului actioneaza trei forte: greutatea sa, tensiunea din fir si forta de
reactiune normala. Lucrul efectuat de aceste forte este: 3 x
Loyt = mg-dy +T - @ + N -dy = mgdy — Tcosbdy + 0 = mgdy — T—2e—dy. | 2
inel = My -ay + y+ y =mgay — I'costay + 0 = mgay — \,-F—”TVEV
Lucrul mecanic total este
y ) _
df =dL_ ., +dL,, ., =mgdy — Mgdx —T (ﬁ dy — dl) =
v )
=mgdy—Mgdx—T[d(vIz+y2)—dx]= 0,5+
= mgdy — Mgdx, 0,25
deoarece firul este inextensibil. Prin urmare, in acest caz lucrul fortelor de
tensiune este nul, iar singurele forte care efectueaza lucru mecanic sunt fortele de
greutate, care sunt forte conservative. Acest rezultat permite scrierea conservarii
energiei mecanice pentru sistemul analizat.
B 2,50
p
Notand cu h distanta initiala de la corp la cui, conservarea energiei mecanice intre
cele doua stari ale sistemului se scrie
mgh = Mgx, + mg(h —v,), 0,5
adica
my; = Mx,. 0,25
Din conservarea lungimii firului 0,5
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h+l= [I2+y2+ (h—x,),
rezulta
0,25
x, = [P+y2—1L
In concluzie,
2mMlI 0,5
1= M2 —m?
Lungimea minima a firului este
0,25
Lm!’n = . IE +yf’
adica
M? +m? 0,25
Lopin =1l———.
min M2 _ ?n2
C 4,50
p
Energia potentiala a sistemului intr-o stare oarecare este
E, = Mgx + mg(h—y), 0,25
unde
x=4012+y2—-]|,
adica
0,25
E, = Mgy1* +y* - Mgl + mg(h—y).
Aceasta energie este minima pentru
l
Yo = M—z 0,5
() —1
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avand expresia

. M) 0,25
Ep.mi'n = ?ngh - mgI E_ (_) -1

Energia cinetica totala a sistemului in aceasta stare este

=mgl| ——

mvé  Mv}* M M2 0,5
+ () -1
2 2 m

m

Derivand expresia

Xx=12+y*-1

in raport cu timpul, rezulta

y
r E
V=",
VIZ+y?

care, scrisa pentru starea cautata, devine

vy = T 0.5
asa incat
Mo e 0,25
Ve = |29l 7% —| —— (—) -1
E_l_ 1 m m
vooom

Ecuatiile de miscare pentru cele doua corpuri sunt:
0,5

VIZ+y?

ma=mg —Tcos8d =mg —T

Si

Ma' =T — Mg 0,5

Derivand in raport cu timpul relatia dintre vitezele celor doua corpuri se obtine | 0,5
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relatia dintre acceleratii

, v ya y2u? [%p? ya

a = + - = +
JE+y2 P +)y? (Iz_,_yz)% (12 + y2)3/2 m

in starea ceruta, relatia dintre acceleratii devine

my3 v [(M 2 3/2 ma, 0,25
o=I=) —[{—=) —1] +
o (M) l [(m) ] M

inlocuind aici expresiile acceleratiilor din ecuatile de miscare, scrise pentru
¥y =y, rezultd

0,25

M N\ (M M
T, = Mg 1+z( ) —— (—) -1
M+m m m

oficiu 1p

TOTAL 10 p
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Problema I
Etapele rezolvarii problemei Barem
a)
= Mm r
F(ry=-y—— 0.25
0.25
Mm
U(r)=-y—
r
Energia mecanica totala a meteoritului se conserva: 0.25
my” —y —— =const
2 4 r .
Momentul cinetic fata de centrul Pamantului se conserva: 0.25
L.(0) = ¥ x (mV) = const.
L, (O)=mrvsin(r,v) = const.
Explicitarea legilor de conservare:
mv; Mm mv: Mm
2 7 2 r, 0.25
mr,v, sin @ = mr, v, sin 90°
R 0.25
yM =gR
1 4R,/ gR
r.v, =8R\gR -— = v, = TTNER 0.50
2 7,
R gR> 16R*-gR gR’
£ 8% _ 2g -8 0.50
2 8R 2r; r,
Ecuatia pentru 7,,.
3r2 +8Rr, —64R* =0 0.50
cu solutia
= ;(\/E ~1)R =3,474R = 3,5R = 22.400 km 0.50
3\ gR
=y =Y _9211m/s 0.25
V13 -1
Total punctul a) 4
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b)
Conservarea momentului cinetic intre A si B:
MGFyV = MglgVy = Vo = 1,75v, 0.25
Conservarea energiei intre A si B
msvjf _ Mmg myv, _ Mmg 0.5
2 r, 2 7y 0.5
I 1 3gR
= vjf —vfg = ZyM(———] =..= 288
| 4 Ts ’ 0.25
= v, =3649m/s
Pentru durata transferului aplicam legea III a lui Kepler: 0.50
T> 4r° Ar’a’
a M M 0.25
=>t,,=1/2 0.50
_r,+r;  55R
=TS T, 0.25
=1t,,=11.4565=3,182h
Total punctul b) 3
c) Viteza dupa ciocnirea plastica a celor doua corpuri:
- 0.25
v =" 05T _ 3495m /s
m+ myg
Se compara V cu viteza unui satelit al Pamantului care se misca pe o traiectorie circulara cu 0.25
raza ry
M
Vg = |2 = 4276 m /5 0.25
g
Deoarece V < vpir rezulta ca corpul format prin ciocnire intra pe o orbita eliptica. 0.25
Semiaxa mare a elipsei o determinam scriind conservarea energiei in punctul B, la
trecerea de pe traiectoria initiala pe cea eliptica:
(m+my)V? _yM(m+mS) :_yM(m—i-mS) 0.25
2 T 2a
M R’
- 2a = 7 2 = § 2 0.25
DAL S
r 2 I 2
’ ? 0.25
= Vo = 20— =2a—1, =11.032km
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Deoarece 7min > R corpul format prin ciocnire NU va cadea pe Pamant. 0.25
Total punctul ¢) 2
Punctaj din oficiu 1
Punctaj total 10




