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Introducere

Teoria masurii studiaza, In esentd, modul in care poate fi atribuitd o
marime, unei multimi date si care poate fi “masurata”. Conceptul de masura
este fundamental in matematica, constituind o abstractizare naturald pentru
notiuni comune, cum ar fi cea de masa, distanta, lungime, arie, volum,
probabilitate a unui eveniment, sarcina electrica etc. De asemenea, notiunea de
masurd este esentiald in teoria probabilitatilor, iar generalizari ale sale (de
exemplu, mésura cuantica) sunt utilizate pe scara larga in fizica cuantica si in
fizica, in general.

Recent, teoriei masurilor neaditive i-a fost acordat un interes din ce in ce
mai mare, datoritd diverselor sale aplicatii intr-o gama largd de domenii.
Aceastda teorie generalizatd a masurii este folositd, de exemplu, pentru a
descrie diverse situatii In care intervin conflicte sau cooperdri intre anumiti
jucatori rationali inteligenti, oferind un cadru matematic adecvat pentru a
prezice rezultatul procesului. Tn special, diverse teorii dezvoltate referitoare la
atomicitate pentru masuri neaditive sunt utilizate in teoria jocurilor,
probabilitati, statistica si inteligenta artificiala etc.

Pe de alta parte, in ultimele decenii s-a dezvoltat, din considerente de
ordin practic, o teorie a multifunctiilor de multime (adica functii de multime cu
valori multimi). Aceasta categorie speciala de aplicatii a devenit un instrument
important in multe domenii practice, in special in analiza economicé, in care
trateazi probleme ale cererii individuale, echilibru competitiv etc. In
particular, functiile cu valori intervale, sunt asociate frecvent cu functiile care
masoard incertitudinea. Mai precis, masurile probabilistice cuantice cu valori
interval sunt utilizate pentru a studia efectul imperfectiunilor experimentale si
al masuratorilor de precizie finita.

Prin intersectarea acestor doud mari domenii, cel univoc, al teoriei
masurilor neaditive (numite si functii neaditive de multime) pe de o parte, si
cel multivoc, al teoriei multifunctiilor de multime pe de altid parte, a luat
nastere, in ultimele decenii, o teorie a multifunctiilor neaditive de multime,
care a constituit, de altfel, domeniul de interes pentru realizarea acestei teze, In
special din perspectiva aplicatiilor, a corelatiilor si a implicatiilor puse in
evidenta in studiul unor procese fizice.

Prezenta tezd de doctorat este structuratd in patru capitole. Pentru o
prezentare logica si cursivd, la inceputul fiecarui capitol am trecut in revista
principalele rezultate Tn domeniu, inserénd, acolo unde este posibil, rezultatele
originale ale autorului, atat din punct de vedere matematic, cat si din punct de
vedere fizic. Mai precis, pe parcursul intregii prezentari a subiectului, am
evidentiat, pe cat posibil, dupa notiunile si conceptele introduse sau teoremele
demonstrate, interpretarile fizice ale acestora, sub titulatura generald Posibile
interpretari fizice. De asemenea, la sfarsitul fiecdrui capitol, am prezentat in
extenso Aplicatiile fizice ale modelului matematic.



In Capitolul 1, am amintit in primele sectiuni principalele notiuni si
rezultate fundamentale din teoria masurii, necesare dezvoltarii capitolelor
urmatoare. Astfel, ne-am referit la anumite clase speciale de multimi, dupa
care am amintit diverse tipuri de functii de functii neaditive de multime, pentru
care am prezentat exemple, proprietati si unele interpretari fizice. Sectiunea
urmatoare este dedicatd prezentarii importantei studiului fenomenelor fizice in
spatii de multimi, in care un instrument deosebit de util, in special in probleme
referitoare (la multi)fractalitate este metrica Hausdorff-Pompeiu. Am amintit
principalele proprietati ale acestei metrici, si, in sectiunea urmatoare, am trecut
de la cazul univoc, al functiilor de multime, la cazul multivoc, al
multifunctiilor de multime, obtindnd astfel rezultate cu un grad mai mare de
generalizare si abstractizare. In acest cadru multivoc, am introdus unele tipuri
de multifunctii neaditive de multime, pentru care am prezentat exemple,
contraexemple, diverse relatii de legatura si, de asemenea, corelatii, implicatii
si interpretiri din punct de vedere fizic. In ultimele sectiuni ale acestui capitol,
am prezentat unele aplicatii ale teoriei (multi)functiilor neaditive de multime,
in modelarea unor fenomene cuantice si in studiul sistemelor fizice.

in Capitolul 2, am urmirit obtinerea unor generaliziri ale notiunilor de
atom, pseudo-atom, atom minimal, de la cazul univoc, al functiilor aditive sau
neaditive de multime, la cazul multivoc, al multifunctiilor neaditive de
multime. Aceastd generalizare a fost realizatd asadar in doua directii. O prima
directie este data de faptul ca, in loc de functii de multime necesare procesului
de asa-zisa “mdsurare”, am operat, mai general, cu multifunctii de multime.
Cea de a doua directie este datd de corelatia pe care am facut-0, plasand
notiunea de atom in cadrul unor teorii fizice si prezentand posibilele implicatii,
corelatii si aplicatii ale acestui concept matematic. De aceea, pentru expunerea
logicd a acestui capitol, a fost necesara la inceput o prezentare sintetica a unor
concepte esentiale din teoria atomicitatii. Astfel, am inserat rezultate originale,
exemple si contraexemple, interpretari din punct de vedere fizic si relatii de
legatura pentru diverse tipuri de atomi pentru (multi)functii neaditive de
multimi. Mai precis, am analizat dualitatea unda — corpuscul din perspectiva
celor doua scenarii, scenariul de tip Schrédinger multifractal si scenariul de tip
Madelung multifractal, stabilind corelatii intre acestea. Conceptele si
consecintele fundamentale ale teoriei matematice au permis explicitarea in
extenso la sfarsitul capitolului a implicatiilor Tn studiul proceselor fizice, un rol
esential avandu-l legitura cu conceptul de (multi)fractalitate, ceea ce ne-a
permis, in final, sa introducem si sd prezentdm in finalul acestei teze unele
proprietati ale unor tipuri de atomicitate fractala.

In Capitolul 3, pentru o expunere logica, a fost necesara o prezentare
sinteticd in Sectiunile 3.1 si 3.2 a unor concepte si consecinte fundamentale
din teoria fractalilor si, mai general, a multifractalilor, din perspectiva teoriei
masurii. Aceste notiuni teoretice sunt necesare dezvoltarii consideratiilor din
Sectiunea 3.3, referitoare la diverse tipuri de proceduri matematice



operationale in descrierile de dinamici, precum si a consideratiilor din
Sectiunea 3.4, referitoare la unele consecinte ale nediferentiabilitatii pentru
cazul dinamicilor pe varietdti multifractale. Consideratiile din acest capitol
sunt absolut necesare pentru abordarea realizata in Capitolul 4 din perspectiva
multifractala.

Astfel, in Capitolul 4, dupa o prima parte introductiva, in Sectiunea 4.2.
am expus diferite rezultate in ceea ce priveste o teorie fractala a miscarii si am
prezentat principalele consecinte ale nediferentiabilitatii. Ne-am referit la
notiuni precum cea de derivatd covariantd de scara, geodezice fractale in
reprezentarea de tip Schrodinger, respectiv in reprezentarea de tip
hidrodinamic. Sectiunea 4.3. contine rezultate referitoare la modelul lui
Barbilian de geometrie diferentiald fractald. De asemenea, sunt expuse
rezultate referitoare la probabilitatile generate prin intermediul maparilor
armonice. Din aceasta perspectivad, am extins notiuni din teoria atomicitatii, la
teorii implicand atomicitate fractald si am prezentat unele proprietati ale
atomului minimal fractal.

Tn cadrul prezentei teze de doctorat, am prezentat rezultate originale,
concretizate in 18 lucréri, dintre care 14 lucrari sunt publicate si 4 sunt trimise
spre publicare. In aceste lucrari, am operat cu notiuni matematice si cu diverse
concepte fizice, urmarind punerea in evidentd, acolo unde este posibil, a
legaturilor, implicatiilor si posibilelor corelatii si aplicatii ale conceptelor
matematice in studiul dinamicilor sistemelor fizice.

Mentionam faptul cd, din punct de vedere matematic, elementele de
noutate pe care le aducem n cadrul acestei teze se inscriu pe trei coordonate:

1. Am generalizat unele concepte si proprietati cu care se opereaza in cadrul
teoriei masurilor, trecand de la cazul univoc, al functiilor de multime, la cazul
multivoc, al multifunctiilor de multime;

2. Am realizat trecerea de la cazul aditiv, mult prea restrictiv, la cel neaditiv.

Aceste doud demersuri au generat, in unele situatii, o serie de dificultati
importante: Pe de o parte, trecerea la cazul multivoc implica, in anumite
situatii, folosirea relatiei de incluziune intre multimi, relatie care este doar
partiala, si nu totald, asa cum se intdmpld in cazul univoc, in care se foloseste
relatia de ordine. Pe de altd parte, renuntarea la conditia, foarte restrictiva de
altfel, de aditivitate, necesita introducerea unor alte proprietati, mai slabe;

3. Conceptele si rezultatele teoriei matematice elaborate au fost absolut
necesare pentru a pune in evidenta implicatiile fizice, corelatiile si aplicatiile
ale acestora n studiul unor procese fizice.



Capitolul 1. Elemente de teoria masurilor univoce si multivoce si
aplicatii ale acestora in procesele fizice

In primele sectiuni ale acestui capitol, am amintit principalele notiuni si
rezultate fundamentale din teoria masurii, necesare dezvoltarii capitolelor
urméatoare. Astfel, ne-am referit la anumite clase speciale de multimi, dupa
care am amintit diverse tipuri de functii de functii neaditive de multime, pentru
care am prezentat exemple, proprietati si unele interpretari fizice. Sectiunea
urmatoare este dedicatd prezentarii importantei studiului fenomenelor fizice in
spatii de multimi, in care un instrument deosebit de util, in special in probleme
referitoare la (multi)fractalitate, este metrica Hausdorff-Pompeiu. Am amintit
principalele proprietdti ale acestei metrici, si, in sectiunea urmatoare, am
introdus unele tipuri de multifunctii neaditive de multime, pentru care am
prezentat exemple, contraexemple, diverse relatii de legatura si, de asemenea,
corelatii, implicatii si interpretdri din punct de vedere fizic. In penultimele
doud sectiuni ale acestui capitol, am prezentat unele aplicatii ale teoriei
(multi)functiilor neaditive de multime, in modelarea unor fenomene cuantice.
In ultima sectiune, ne-am referit la conceptul de entropie informationala
multifractald, ca element de conexiune intre functiile neaditive de multime si
multifunctiile de multime.

Mentionam faptul ca, din punct de vedere matematic, elementele de
noutate pe care le aducem aici sunt urmatoarele, axate pe doud mari directii: pe
de o parte am realizat generalizarea unor concepte si proprietiti cu care se
opereaza in cadrul teoriei masurilor, de la cazul univoc, al functiilor de
multime, la cazul multivoc, al multifunctiilor de multime, si, pe de alta parte,
am realizat trecerea, in anumite situatii, de la cazul aditiv, la cel neaditiv.
Ambele directii genereazd o serie de dificultati importante. Pe de o parte,
trecerea la cazul multivoc implicd, in anumite situatii, folosirea relatiei de
incluziune ntre multimi, relatie care este doar partiald, si nu totald, asa cum se
intampla 1n cazul univoc, in care se foloseste relatia de ordine. Pe de alta parte,
renuntarea la conditia, foarte restrictivd de altfel, de aditivitate, necesita
introducerea unor alte proprietati, mai slabe, cum ar fi de subaditivitate, nul-
aditivitate, nul-nul-aditivitate etc., cu care se opereaza, uneori, cu mai mare
dificultate. Astfel, am prezentat diverse relatii de legatura intre unele tipuri de
functii si multifunctii neaditive de multime, pundnd in evidentd in acest
context exemple si contracxemple. De asemenea, am justificat din punct de
vedere fizic necesitatea si provenienta acestor concepte si am stabilit posibile
interpretari si aplicatii ale acestora.

Conceptele si rezultatele teoriei matematice sunt prezentate, acolo unde
este posibil, in corelatie cu implicatiile fizice ale acestora, implicatii care sunt
explicitate in extenso in Sectiunile 1.5-1.7.

Rezultatele originale prezentate in acest capitol sunt urmatoarele:
I. Din punct de vedere matematic, am introdus unele tipuri de multifunctii
neaditive de multime, pentru care am prezentat exemple, contracxemple,



diverse relatii de legatura, am stabilit proprietati ale acestora, si, de asemenea,
am pus 1n evidenta corelatii, implicatii si interpretari din punct de vedere fizic.
Amintim urmatoarele:

Functii de multime (cazul univoc)

Definitia 1.2.7. Spunem ca functie de multime m: C — [0, +o] este o
mdsurd daca:

(I)m( U Ay) = Z m(A4,), V(4,)n=1 € C,cCU U A, €C,

rnultlml doua cate doua disjuncte (conditie de numarabzla aditivitate sau
o —aditivitate) si
(if) 3A € C astfel cam(4) < co.

O masurd trebuie sa fie asadar aditivd, adicd masura unei multimi
reprezentand reuniunea unui numar finit (sau numarabil) de multimi mai mici,
si care sunt doud cate doud disjuncte, este egald cu suma masurilor acestor
submultimi. Datorita necesitatii de a modela fenomene din lumea reald, in care
conditiile de aditivitate (finitd sau numadrabild), prezente ca proprietati
imediate ale unei masuri, sunt mult prea restrictive, in ultimele decenii s-a
dezvoltat o teorie a masurilor neaditive (Pap [58-61]). Astfel, masurile
neaditive au fost utilizate pentru modelarea cu mai mare acuratete a
problemelor nedeterministe din mediul inconjurator. Proprietatile lor au fost
aplicate in economie, teoria jocurilor, probabilititi, stiinte ale informatiei,
probleme de luare a deciziilor, etc.

In cele ce urmeazi, fie C un inel de parti ale unei multimi abstracte,
nevide T. Vom prezenta principalele tipuri de functii neaditive de multime si
care generalizeaza notiunea de masura in sens clasic:

Definitia 1.2.8. (Precupanu [65]) O functie de multime m: C — [0, +o] este
o-subaditiva (sau numambzl subaditiva) daca

m( u JAn) < z m(A,), Y(A,)nso < C, CU u A, €C.

Fie o funcpe de mul‘,ume arbitrara m: C - ]R+, ce satisface

conditiam(®) = 0.

Definitia 1.2.9. (Pap [58-61]) Functia de multime m se numeste:

(i) finit aditiva daca m(A U B) = m(A) + m(B),VA,BE CcuANB = @,

(it)subaditiva daca m(A U B) < m(A4) + m(B), VA, B € C (disjuncte sau nu);

(iii) nul-aditiva daca m(A U B) = m(4),VA,B € C,cum(B) = 0;

(iv) nul-nul-aditiva dacam(AU B) = 0,VA,B € C,cum(A4) = m(B) = 0;

(V) difuza daca m({t}) = 0, ori de cate ori {t} € C;

(vi) monotona (sau fuzzy sau o capacitate) daca m(4) < m(B),VA,B € C, cu
A € B;

(vii) nul-monotona daca VA,B € C, cu A € B, ori de cate ori m(B) =0,
atunci Tn mod necesar m(4) = 0;

(viii) 0 submdsura (in sens Drewnowski [20]) daca este monotona si
subaditiva;

(ix) uniform autocontinud daca Ve > 0,36 = §(g) > 0 astfel incat



VA,B € C,cum(B) < §,avem |m(A U B) —m(4)| < ¢;
(X) descrescator autocontinua daca VYAE€EC si V(B,) c C astfel ca
lim,_ ., m(B,) = 0, avem

lim l[m(A U B,) —m(A4)| = 0.
n—oo

(xi) semi-convexa daca pentru orice A € C, cu m(A) > 0, existd B € C astfel

caB S Asim(B) = ;m(4).
Aplicatii 1.2.11 (aplicatii si interpretari fizice referitoare la aplicabilitatea
masurilor neaditive in descrierea unor procese fizice). Punem in evidenta,
in cele ce urmeaza, unele situatii concrete care necesitd folosirea masurilor
neaditive: Dupad cum este cunoscut, masurile monotone au o mare importanta
in problemele de luare a deciziilor multicriteriale. Mai precis, daca T =
{1,...,n}, atunci, pentru o functie de multime m definita pe P (T), pentru orice
S eP(T), m(S) poate fi interpretatd ca fiind gradul de importantd a
combinatiei S de criterii sau, mai bine zis, capacitatea de a lua decizia fara
criteriile rimase. In plus fatdi de ponderile obisnuite pentru criteriile luate
separat, sunt definite si ponderile pentru orice combinatie de criterii.
Monotonia inseamna asadar faptul cd, addugarea unui element nou unei
combinatii nu poate scadea importanta acesteia, ci, dimpotriva, aduce ceva in
plus.
Posibile implicatii in fizica.
(i) Fie spatiul T = {ty,t,,...,t,}, In care t; reprezinta o particula, pentru
oricei € {1,2,...,n} si fie m: P(T) » R, masa particulei, o functie de
multime. Raportat la lumea macroscopica, m este o functie finit aditiva de
multime, dar acest fapt nu mai are loc la scard cuantica, din cauza prezentei
fenomenelor de anihilare: daca t; reprezinta un electron, iar t, un pozitron,
atunci m({t;}) = m({t,}) = 9,11 x 1073 kg, dar m({t,t,}) = m({t;} U
{t2}) = 0;
(if) Entropia, binecunoscutul concept in fizica, in teoria informatiei si in teoria
multimilor fuzzy, descrie gradul de incertitudine si fuzziness al multimilor
fuzzy. Entropia, in diversele variante si acceptiuni ale sale (in sens Shannon,
cuantica, Fisher, von Neumann, Rényi etc.) posedd proprietati specifice
functiilor neaditive de multime: monotonie, (tare) subaditivitate (Petz [62],
Holevo [41], Audenaert [6]) etc.;
(iii) In mecanica cuantica, principiul dualitatatii unda-particula afirma ca orice
fermion (particula de materie) si orice boson (particuld purtatoare de forta)
sunt descrise de o functie de undé, adicd o functie care variaza in timp, dand
particulelor densitatea de probabilitate in fiecare punct al spatiului. Aceste
functii de undd se comportd adesea ca si undele clasice, avand difractie si
proprietati de interferentad. Proprietatea de aditivitate a madsurilor nu mai
ramane valabild atunci cand apare fenomenul de interferentd. Mai precis,
interferenta permite ca reuniunea a doud multimi de masurd zero sa aiba
masura diferita de zero.



Multifunctii de multime (cazul multivoc)
In cele ce urmeaza, se introduc urmitoarele notiuni, pe baza carora au fost
obtinute unele rezultate originale ale autorului. T desemneaza o multime
abstracta, nevidd, X un spatiu liniar real normat cu originea 0, P,(X) familia
submultimilor nevide ale lui X, Pr(X) familia submultimilor nevide, inchise
ale lui X, iar u: C - Py(X) o multifunctie de multime satisfacand conditia
u(®) = {0}.
Pseudo-metrica Hausdorff-Pompeiu h:
h(M,N) = max{e(M,N),e(N,M)},VM,N € P,(X),
unde e(M, N) = supd(x, N) reprezinta excesul lui M peste N, iar d(x,N) =
xEM
;215 d(x,y) este distanta de la punctul x la multimea N (in raport cu
metrica d).
Definitia 1.4.3. (Croitoru,...,Gavrilut [14]) O multifunctie de multime u: C —
Pr(X) satisfacand conditia (@) = {0}, se numeste:
(i) nul-aditiva daca u(A U B) = u(A),vA,B € C, cu u(B) = {0};
(ii) nul-nul-aditiva daca u(A U B) = {0},VA,B € C, cu u(A) = u(B) = {0};
(iii) monotona (in raport cu operatia de incluziune intre multimi) daca
u(Ad) € u(B),vA,B € C,cud c B;

nul-monotona daca VA,B € C, cu A € B, ori de cate ori u(B) = {0},
atunci in mod necesar u(A) = {0};
(iv) 0 multisubmasura daca p este monotona si

u(AuUB) < u(A) + u(B),VA, B € C (disjuncte sau nu);
(V) 0 multimasura daca u(A U B) = u(A) + u(B),vVA,B € C,cuAN B = @;
(Vi) uniform autocontinua daca Ve > 0, 35 = §(€) > 0 astfel incat VA, B € C,
cu |u(B)| < 6,avem h(u(A U B), u(A4)) < ¢;
(vii) descrescator autocontinud daca VA€C si V(B,) c C astfel ca
limy 0 [(By)| = {0}, avem

Lim h(u(A U By), u(4)) = {0}
Observatia 1.4.5. Notiunile introduse in Definitia 1.4.3. generalizeaza la cazul
multivoc al multifunctiilor de multime, notiunile corespunzatoare amintite n
Definitia 1.2.9.
Am pus in evidenta legaturile posibile intre diversele tipuri de multifunctii de
multime, am prezentat exemple si contraexemple si am stabilit proprietati ale
acestora:
Exemplele 1.4.11. . FieT =N, € = P(N) si u : C > Pr(R,), definita pentru
orice A € C prin:
{0}, daca A este finita
u(A) = {[1 ), daca A este numarabila

U este uniform autocontinua si nu este o multisubmasura.
Il. Fie T = {a,b}, C =P(T) si p: C - Pr(R,), definita pentru orice 4 € C
prin:



[0,2],daca A = {a, b}
u(4) = [0, %],dacéA = {a}sau A = {b},

{0},daca A = @.

u este nul-aditiva, dar nu este o multisubmasura.

I1l. Fie T=][0,1], C o —algebra boreliana pe T, m: C — R, masura
Lebesgue si u: C — Pr (R.), definita prin:
u(A) = {m(A)}, unde m(4) = tg(gm(A)), VA € C.
U nu este uniform autocontinua.
IV.Fie T ={a,b}, C = P(T) si u: C - Pr(R,), definitd pentru orice 4 € C
prin:
[0,2],dacd A = {a, b}
u(d) = [0,1],dacd A = {b}
{0},daca A = {a}sau A = 0.

u este nul-monotona si nul-nul-aditiva, dar nu este o multisubmasura, nu
este nul-aditivd, nu este uniform autocontinud si nici descrescator
autocontinua.

V.Fie T ={a,b}, C =P(T) si u: C - Pr(R,), definitd pentru orice A € C,
prin:
{1,2},dacaA =T
ua) = { (0}, daciA £ T
u este nul-monotona, dar p nu este nul-nul-aditiva si nici nul-aditiva.
VI Fie T ={a,b}, C = P(T) siu: C— Pr(R,), definitd pentru orice A € C,
prin:
{1,2},dacd A = {a} sau A = {b}
u(d) = {3}, dacad =09
{0}, daca A = {a, b}.
u este nul-nul-aditiva, dar nu este nul-monotona.
VII. Fie T =[0,0), C=P(T) si u: C - Pr(R,), definitd pentru orice
A € C, prin:
u(@) = {0}, u(A) = A, daca cardA = 1,
u(A) =10,6(A)], daca A este marginita, cu cardA > 2 si
u(A) = [0, ), daca A este nemarginita.

(6 (A) reprezinta diametrul lui A).

u este nul-aditiva, dar nu este descrescator autocontinua.

Propozitia 1.4.15. (Relatii de legatura intre diferite tipuri de multifunctii
neaditive de multime) Fie p: C = Py(X) o multifunctie de multime, cu
u(®) = {0}. Au loc urmatoarele afirmatii:

(i) Daca u este monotona, atunci este, de asemenea, nul-monotona;

(i1) Daca u este o multimasura monotona, atunci g este o multisubmasura;

(iii) Daca u este o multisubmasura, atunci u este nul-aditiva;

(iv) Daca u este nul-aditiva, atunci u este nul-nul-aditiva si nul-monotona;



(v) Daca u este o multisubmasura, atunci g este uniform autocontinua;

(vi) Daca u este uniform autocontinua, atunci y este descrescator autocontinua
si nul-nul-aditiva;

(vii) Sa presupunem cd p: C - P¢(X) si cd u este descrescator autocontinua.
Atunci u este nul-aditiva.

multisubmasura p-nul-monotoni

A
uniform autocontinua /

RRLLTT . nul-aditiva
e

e - ~ - -
nul-nul-aditiva < descrescator autocontinui

+

Figura 1.1. Legaturi intre diferite tipuri de multifunctii neaditive de
multime

I1. Din punct de vedere al implicatiilor in fizicd, identificim urmatoarele:

1. Implicatii in fizica pe baza functiilor neaditive de multime:

1.1. Masa m, ca functie finit aditivd de multime la scard macroscopica si
pierderea acestei calitati la scard microscopica;

1.2. Entropia, in diversele sale acceptiuni (in sens Shannon, in sens Fisher, in
sens von Neumann, in sens Rényi etc.), ca functie cu proprietati specifice
functiilor neaditive de multime (monotonie, subaditivitate etc.);

1.3. In Mecanica Cuantica, proprietatea de aditivitate a masurilor se respecta
atata timp cat functiile de unda de Broglie asociate microparticulelor (fie ele
bosoni, fie ele fermioni) nu interfera. Aceasta proprietate dispare insa in cazul
interferentei acestor functii de unda (in prezentul context, interferenta permite
ca reuniunea a doud mulfimi de masura nula sa aiba masura nenuld),

1.4. Utilizarea teoriei masurilor neaditive in modelarea unor fenomene
cuantice, precum absenta interferentei cuantice si corespondenta cu conceptul
de multime macroscopica, interpretarea unui tip special de functii neaditive de
multime (masura egal-nuld), in corespondentd cu interferenta cuantica,
coerentd si decoerentd prin experimente de tip Young, pe baza masurilor
cuantice (numite in teza g-masuri).

2. Implicatii in fizica pe baza multifunctiilor de multime:

2.1. Utilizarea multifunctiilor de multime cu valori interval in procesarea
sunetelor si a imaginilor:



Mai precis, in acest caz, unei imagini digitale i se poate aplica aceasta
reprezentare dupa cum urmeaza: fiecarui pixel (sau unei multimi de pixeli) al
imaginii i se asociaza un interval care masoara eroarea de rotunjire si care este
cea comisa la detectarea semnalului. Aceasta eroare se datoreaza tolerantelor si
limitelor in ceea ce priveste precizia de calcul a instrumentelor prin care
efectuam masuritorile. In acest sens, dacid A = (a;;) este matricea asociatd
unei imagini statice, de tip a x b, la scara de gri, putem considera spatiul
T = [0,a] x [0,b] € R?. in consecintd, putem defini multifunctia de multime
F cu valori interval, definita pe T si corespunzatoare matricii 4, data prin:

F@) = [f1(®), ()], vt € T.
2.2. Utilizarea distantei Hausdorff-Pompeiu in numeroase aplicatii bazate pe
recunoasterea tiparelor (recunoastere faciald, detectarea pietonilor printr-0
aplicatie de supraveghere video, recunoasterea irisului, potrivirile amprentelor
palmare, detectarea si identificarea ventriculilor creierului, procese de invatare
etc.);
2.3. Definirea multifractalului in sens matematic, utilizand notiunea de
multifunctie de multime;
3. Implicatii in fizica pe baza superpozitiei dintre functiile neaditive de
multime si multifunctiile de multime:
3.1. Definirea unei entropii informationale multifractale in sens Shannon, ca
element de conexiune intre functii neaditive de multime si multifunctii. Mai
precis, aceastd entropie informationald opereazd simultan pe doud varietati
multifractale, cea a coordonatelor pozitie-impuls, si cea a rezolutiilor de scara,
3.2. Maximizarea entropiei informationale multifractale, prin acceptarea
functionalitatii unui principiu variational multifractal, pentru care se specifica
mediile si abaterile standard multifractale sau, echivalent, variantele
multifractale au ca finalitate forme patratice multifractale;
3.3. Formele patratice multifractale sunt invariante in raport cu grupuri Lie
SL(2R) multifractale (grupuri Lie SL(2R) multifractale ale coordonatei
pozitie-impuls), ale cadror functii multifractale invariante pot juca rolul de
hamiltoniene multifractale, considerate generatori ai miscarii;
3.4. Tot printre functiile multifractale invariante in raport cu grupurile Lie
SL(2R) multifractale, se afla si densitatile de repartitie gaussiene
multifractale, caz in care coeficientii formelor patratice multifractale pot primi
semnificatii statistice. Acest fapt legifereazd ideea ca densitatile de
probabilitate multifractale trebuie sa fie si integrale multifractale ale miscarii;
3.5. Clasa tuturor ipotezelor statistice, la orice rezolutie de scara, marcata prin
invarianta formelor patratice multifractale, implicd invarianta acestora in
raport cu grupuri Lie SL(2R) multifractale - grupuri Lie SL(2R) multifractale
ale coeficientilor formelor patratice multifractale. Functiile multifractale
invariante 1n raport cu aceste grupuri se identifica cu varietatile de
tranzitivitate ale acestor grupuri;
3.6. Clasele de ipoteze statistice specifice gaussienelor multifractale de
aceeasi medie sunt caracterizate de proprietatea cd discriminantii formelor



patratice multifractale trebuie sa fie reductibili la constante multifractale, adica
la varietdtile de tranzitivitate ale grupurilor Lie SL(2R) multifractale ale
coeficientilor formelor patratice multifractale;

3.7. Intrucat la orice scara de rezolutie, grupul SL(2R) al coordonatei pozitie-
impuls si grupul SL(2R) al coeficientilor formei patratice sunt izomorfe,
atunci teoria generald a familiilor parametrice de varietdti invariante devine
operationala si permite obtinerea acestor familii ca solutii ale ecuatiilor lui
Stoka. Aplicand aceastd teorie in cazul unui ansamblu de oscilatori de tip
Planck, se stabileste o corelatie nu numai intre gradul de multifractalitate si
varietatile de tranzitivitate ale grupului in cadrul unei relatii de incertitudine
multifractala, ci si o conexiune cu un caz cuantic referitor la starile coerente,
stari fundamentale in descrierea procesului de masura.

Capitolul 2. Tipuri de atomi. Aplicatii si corelatii cu unele procese
fizice

La inceputul acestui capitol, am trecut in revista principalele rezultate in
domeniu, inserand rezultatele originale ale autorului, atat din punct de vedere
matematic, cat si din punct de vedere fizic. Pe parcursul intregii prezentari a
subiectului, am evidentiat, pe cat posibil, dupa notiunile si conceptele
introduse sau teoremele demonstrate, interpretdrile fizice ale acestora, sub
titulatura generala Posibile interpretdri fizice. Mai precis, la Tnceput a fost
necesara o prezentare sinteticd a unor concepte esentiale din teoria atomicitatii.
Astfel, am inserat rezultate originale ale autorului, exemple si contraexemple,
interpretari din punct de vedere fizic si relatii de legatura pentru diverse tipuri
de atomi pentru (multi)functii neaditive de multimi. Conceptele si consecintele
fundamentale ale teoriei matematice au permis explicitarea in extenso la
sfarsitul capitolului a implicatiilor in studiul proceselor fizice, un rol esential
avandu-1 legétura cu conceptul de (multi)fractalitate.

Rezultatele originale prezentate in acest capitol sunt urmatoarele:

Din punct de vedere matematic:

Cuvantul atom, provenind din greaca veche, inseamna, la origine, indivizibil.
In chimie si fizica, teoria atomica afirmi ci materia este compusa din unitati
discrete, numite atomi. Intrucat de fapt atomii sunt la randul lor divizibili, a
fost introdus ulterior termenul de particule elementare, pentru a descrie acele
parti indivizibile, desi nu indestructibile, ale unui atom. In acceptiunea sa
matematicd, un atom poseda proprietatea de a fi o unitate esentiald,
indestructibild, indivizibila, ireductibild, minimala si autosimilara.

I. Notiunea de atom a fost introdusa in literatura mai intdi in cazul
univoc.
2.2. Tipuri de atomi ai unei functii de multime. Exemple. Aplicatii in fizica



Prezentam succint notiunea, insotita de posibilele interpretari fizice pe care le-
am obtinut. Fie C un inel de parti ale unei multimi abstracte, nevide T si
m: C = R, o functie arbitrara de multime, ce satisface conditia m(@) = 0.
Definitia 2.2.1. (Mesiar et al. [24], Ouyang et al. [25], Li et al. [21, 22])
I. O multime A € C se numeste:
(i) atom al luim dacam(A) > 0si pentru orice BEC,B<S A avem fie
m(B) = 0, fiem(4A\B) = 0;
(i) pseudo-atom al lui m daca m(A) > 0 si pentru orice B € C,B S A avem
fie m(B) = 0, fie m(B) = m(4);
(i) atom minimal al lui m daca m(A4) > 0 si pentru orice B € C,B € A avem
fiem(B) = 0, fie B = A.
II. Spunem ca m este:
(i) finit pur atomica daca T = U?zl A;, unde multimile 4; € G, i = 1,p sunt
atomi disjuncti doi cat doi ai lui m (spatiul T se poate reprezenta ca o reuniune
finita de atomi ai lui m).

pur atomica daca spatiul T se poate reprezenta ca o reuniune cel mult
numarabila de atomi ai lui m.
(if)non-atomica daca nu are atomi, adicd, pentru orice multime A € C cu
m(A) > 0, exista B € C,B < A astfel cam(B) > 0 si m(A\B) > 0.
(iii) non-pseudo-atomica daca nu are pseudo-atomi, adica, pentru orice
multime A € C cu m(A) > 0, exista B€ C,B S A astfel ca m(B) >0 si
m(B) = m(4).
Observatiile 2.2.2. 1. Orice multime formata dintr-un singur element, de
“masurd” strict pozitiva si care apartine lui C este, in egala masurd, atom,
pseudo-atom si atom minimal in raport cu “masura” respectiva.
Il. (Pap [26-30]) Daca m este finit aditiva (sau, mai general, m este o masura
in sens clasic), atunci notiunile de atom si de pseudo-atom coincid. Vom
prezenta in sectiunea urmatoare o generalizare a acestui rezultat (Propozitiile
2.3.105i2.3.11).
Posibile interpretari si aplicatii in fizica.
I. (i) Un atom este, asadar, o multime avand masura strict pozitiva, astfel incat
orice submultime a sa fie are masura nula, fie multimea reprezentand diferenta
dintre multimea initiald (atomul) si submultimea la care ne raportim, are
masura nuld. O posibild interpretare fizica a acestui fapt este ca un atom poate
fi considerat un corespondent al unei gauri negre sau al unei singularitati.
(if) Un pseudo-atom este asadar o multime avand masura strict pozitiva, astfel
incat orice submultime a sa fie are masura nula, fie are aceeasi masura ca
multimea insdsi (pseudo-atomul). In consecinti, un pseudo-atom are
proprietatea ca orice submultime a sa fie este de masurad nuld, deci in timpul
procesului de masurare poate fi neglijat, fie acopera in totalitate multimea.
(iii) Masura Dirac (masa unitate) (§-masura) (notatd §;) concentratd intr-un
punct arbitrar, fixat, t al unei multimi oarecare T, este 0 masura in sens clasic,
pur-atomica (Kadets [18]). §; se defineste astfel: daca A este 0 g-algebra de



parti ale lui T, atunci 6, (4) = {é'i ; Zl, VA € A. Constatam imediat ca T este
atom al lui &; (6,(T) =1>0si VA€ A,are loc §;(4) = 0 sau §;(T \ 4) =
0, dupa cum t & A sau t € A). In raport cu masura Dirac &, atomul T (spatiul
neredus la un punct) este echivalent cu multimea punctuala {t},t € T. Intr-
adevar, m(TA{t}) = 0 (Kadets [18]), ceea ce inseamna cd, in raport cu masura
Dirac, spatiul “colapseaza” intr-un singur punct.

Il. Posibila interpretare fizica a unui atom/pseudo-atom/atom minimal: cand se
produce colapsarea, partea neglijabild corespunde corpusculului, in timp ce
partea care acopera intreaga multime (mai precis, atomul) corespunde undei.
In acest fel, rezultd o dominatie absolutd a unuia asupra celuilalt, deci un atom
poate fi considerat ca fiind “podul elementar”, care include toate proprietatile
“materiei” (in forma corpusculului si a undei) din care provine. Mai precis, in
opinia noastra, discutam aici despre un pod de tip Einstein-Podolsky-Rosen
(EPR) (Susskind [33, 34]), in care corpuscul si unda sunt conectate si pot fi
interpretate ca stari aflate in entanglement maxim ale aceluiasi “obiect fizic”.
De fapt, atomii (in toate variantele lor) ar putea fi considerati ca singularitati
ale metricii spatiu-materie. Vom relua si detalia aceste consideratii in
Sectiunea 2.4.

Teorema 2.2.14. (Pap [30]) Presupunem ca m: B — R, este o functie de
multime monotond, nul-aditiva si regulatd. Dacd A € B este un atom al lui m,
atunci exista un unic punct a € A astfel cam(A\{a}) =0

(s, in consecinta, m(A) = m({a})).

Posibile aplicatii in fizici. Din teorema anterioard, deducem urmatoarea
posibila interpretare fizici: In ipoteza in care o functie de multime m: € —» R,
este monotond, nul-aditiva si regulatd (aceasta insemnand, grosier vorbind, ca
putem, prin intermediul sdu, sd aproximdm multimi despre care avem putine
informatii, cu multimi despre care avem mai multe informatii), atunci pentru
orice atom al sdu A (in ipoteza ca acesta existd), exista un element a € A asa
incat m(A) = m({a}) (ceea ce inseamna ca “masura” atomului este egala cu
masura fiecarui “punct” pe care acesta il contine, ceea ce reflectd viziunea
holografica, conform careia informatia este concentratd n fiecare dintre
punctele (elementele) sale, ceea ce conduce la caracterul fractal).

Il. Notiunea de atom a fost extinsi la cazul multivoc.
Tipuri de atomi ai unei multifunctii de multime: Atomi, pseudo-atomi si
atomi minimali

Am prezentat diverse tipuri de atomi, am stabilit unele legaturi intre
aceste tipuri, am dat numeroase exemple si contraexemple 1n acest sens si am
pus in evidenta proprietitile remarcabile pe care le poseda diversele tipuri de
atomi. De asemenea, am prezentat posibile semnificatii, implicatii, corelatii si
aplicatii n fizica.
Notiunile de atom, pseudo-atom si atom minimal, prezentate in cazul univoc in
Sectiunea 2.2, in raport cu o functie de multime m, pot fi generalizate la cazul



multivoc, in raport cu o multifunctie de multime. Fie deci o multifunctie de
multime p: C = Py (X), satisfacand conditia u(@) = {0}.
Definitia 2.3.1. O multime A€C se spune ca este un atom al
lui p daca u(A) 2 {0} si pentru orice multime B € C, cu B € A, are loc fie
u(B) = {0}, fie u(A\B) = {0} .
Definitia 2.3.2. u se spune cd este nNon-atomica dacd nu are atomi, adica,
pentru orice multime A € C cu u(A) 2 {0}, exista B € C,B < A astfel ca
1(B) # {0} si u(A\B) # {0} .
Observatia 2.3.3. Daca u este monotona, atunci este non-atomica daca si
numai dacd pentru orice multime A € C cu u(A) 2 {0}, existaB € C,B €
Aastfel cau(B) 2 {0} si u(A\B) 2 {0}.
Definitia 2.3.4. O multime A € C se spune ca este un pseudo-atom al lui
dacau(A) 2 0si pentru orice BEC, cu B<SA avem fieu(B)
{0}, fie u(B) = u(A).
Definitia 2.3.5. u se spune ca este non-pseudo-atomica dacd nu are pseudo-
atomi, adica, pentru orice multime A € C cu u(A) 2 {0}, exista B € C,B S
A astfel ca u(B) # {0} si u(B) # u(A4).
Observatia 2.3.6. Dacd u este monotona, atunci u este non-pseudo-atomica
dacd si numai daca pentru orice multime A € C cu u(A) 2 {0}, existd B €
C,B € Aastfel ca u(B) 2 {0} si u(B) 2 u(4).
Exemplul 2.3.8. Consideram multimea 7T ={1,2,...,10} si definim
u: P(T) - Py(R,) astfel: VA S T, u(A) = [0, cardA].
Atunci Vi € {1,2,...,10}, multimea {i} este un atom al lui p.
Exemplele 2.3.9. Tn general, nu existd legdturi intre notiunea de atom si
notiunea de pseudo-atom:
I. Fie T = {t;,t,}, unde t;,t, sunt doua elemente distincte arbitrare si fie
u: P(T) = Py(R,), definita prin:

[0,2],dacaA =T

VA CT,u(A) =41[0,1], daca A = {t;}

{0}, daca A = {t,} sau A = Q.
T este atom si nu este pseudo-atom pentru p.
Il. Fie T ={a, b, c} si fie u: P(T) = Py(R,), definitd pentru orice A € P(T),
prin

=

{0}, dacaA =9

uia) = {[0,1],dac51A £ 0.
Fie A = {a, b}. A nu este atom al lui y, dar A este pseudo-atom al lui p.
1. Fie T = {a, b} si fie u: P(T) = Py(R,), definita pentru orice A € C, prin

{0}, daci A = @sau A = {a}
u(4) = {1,8},daca A = {b}
{0,7,9},daca A = {a, b}.

T nu este pseudo-atom al lui u, dar T este atom al lui u.
Pentru anumite tipuri speciale de multifunctii de multime, se pot stabili unele
legaturi intre atomi si pseudo-atomi:



Propozitia 2.3.10. Daca u: C = Py(X) este nul-aditiva, iar A € C este un atom
oarecare al lui y, atunci A este si pseudo-atom al lui p.
Reciproc,
Propozitia 2.3.11. Fie u: € = Py(X) o multimasura, ce are forma particulara
u(A) =[0,m(A)],vA € C, unde m:C — R, este o functie finit aditiva de
multime. Daca A, € C este un pseudo-atom al lui y, atunci A, este si atom al
sau.
Observatia 2.3.12. Dacd p are forma particulara de mai sus, dar nu este o
multimasura, atunci pot exista pseudo-atomi ai sai care sa nu fie atomi:
Exemplul 2.3.13. Fie T = {t;,t,} o multime abstractd, unde t;,t, sunt
elemente distincte arbitrare si u: P(T) = Py(R,), definita prin:
_([0,1],dacd A # @
VAST, u(4) = {{0} ,daciA = 0.
u este nul-aditiva, dar, nu este o multimasura. T = {t;,t,} este un pseudo-
atomal lui u, dar T = {t4,t,} nu este atom al lui p.
Exemplele 2.3.14. I. Fie T =2N(={0,2,4,..}) si u: P(T) - Pr(R),
definita pentru orice A € P(T), prin
{0},dacaA =0
u(a) = {%A U {0}, daci 4 # @
U este o multisubmasura.
1. Daca A€C, cu cardA=1 si A+ {0} sau daca A€ C,A=1{0,2n},n €
N*, atunci A este atom al lui u (si, de asemenea, pseudo-atom al lui p).
2. Daca A€C, cu cardA = 2 si daca exista a,b € A astfel caa # b si
ab # 0, atunci A nu este pseudo-atom al lui y (si nici atom al lui p).
. Fie u: P(N) — P¢(R), definitd pentru orice A € P(N), prin
(A) = { {0}, daca A este finita

KA =403 u [n4, +),daca A este infinita si ny = minA’
U este monotona si non-pseudo-atomica.
Atét notiunea de atom, cét si cea de pseudo-atom satisfac proprietatea de auto-
similaritate, adica orice parte reflecta intregul. Dupa cum se stie, aceasta
proprietate este caracteristica fractalilor.
Propozitia 2.3.17. Fie u: C = Py(X), cu u(®) = {0}.
(i) Dacd p este nul-monotond, A € C este un atom al lui y, iar BEC, B<S A
este astfel incat u(B) 2 {0}, atunci B este, de asemenea, atom al lui y si, mai
mult, u(A\B) = {0}.
(i1) Daca A € C este un pseudo-atom al lui y, iar B € C satisface si u(B) 2
{0}, atunci B este, de asemenea, pseudo-atom al lui u si, mai mult, u(B) =
1(A).
(ceea ce inseamnad cd multimile A si B se identificd din punct de vedere al
masurii u).
Definitia 2.3.29. (Gavrilut et al. [13]) O multime A € C se spune ca este un
atom minimal al lui u daca u(A) 2 {0} si pentru orice B € C, B < A avem fie
u(B) = {0}, fie B = A.

,unde%A = E;x eA}.



Posibila aplicatie in fizici. Orice submultime a unui atom minimal fie este de
masurd nuld (ceea ce inseamnd ca poate fi neglijatd in timpul procesului de
maésurare), fie se suprapune in totalitate peste multime (atom).
Observatia 2.3.30. . Terminologia nu este intamplatoare: Astfel, daca A € C
este un atom minimal al lui g, atunci pentru u nu poate exista un alt atom
minimal A € ¢ Incat A € A. Intr-adevir, si presupunem, prin reducere la
absurd, cd existd un alt atom minimal A € C incdt A € A. Deoarece A este
atom minimal, avem p(A4) 2 {0} si, intrucit A & A, obtinem ci A = A, ceea ce
este fals.
I1. Orice multime formata dintr-un singur element, fie aceasta {t,} € C, astfel
ca u({ty}) 2 {0}, este atom minimal pentru u.
Propozitia 2.3.31. Orice atom minimal este atom si pseudo-atom.
Exemplul 2.3.32. I. Fie T = {a, b, ¢, d} o multime oarecare si fie multifunctia
de multime u: P(T) = Py(R,), definita pentru orice A S T prin:

[0,5],dacaA=T

u(A) =<10,2],dacaA # T

{0},daca 4 = @.
Orice multime formata dintr-un singur element este atom minimal pentru p.
Il. Daca T = {u,v,w, z} si

{5}, dacaA =T
. _ {3}dacaA—{uvw}{uvz}{uwz}
e P = Fr(Ry), u(4) = {2}, dacd A = {u, v}, {u,w}
{0}, in caz contrar

atunci {u, v} si {u, w} sunt atomi minimal ai lui p.
. FieT = {u,v,w, z} si

{5}, dacaA =T
p: P(T) = Pr(Ry), u(A) = {2}, dacdA # T, A+ 0
{0},daca A = 0.

Orice multime formata dintr-un singur element este atom minimal al lui y.

In general, nu existi legdturd intre notiunea de atom/pseudo-atom si cea de
atom minimal:

Exemplele 2.3.33. |. FieT ={a,b}o multime oarecare si wu: P(T) -
Po(R,), definita pentru orice A € T, prin:

4 = {0 oo,

T este atom al lui u, este pseudo-atom al lui ¢ dar nu este atom minimal al lui

Il. Fie T={ab,c,d}o multime oarecare si fie multifunctia de
multime pu: P(T) = Py(R,) definita pentru orice A S T prin:
([0,5], dacad=T
4) = i[O,B], daciAd ={a,b,c} saud ={a,b,d}saud ={a,c,d}
[0,2], dacd A = {a, b} sau A = {a, c}
{0}, 1n caz contrar.



{a, b} si {a, c} sunt atomi minimali ai lui p.

Propozitia 2.3.35. Daca u: C = Py(X) este nul-nul-aditiva si dacaA,B € C
sunt doi atomi minimali diferiti ai lui i, atunci AN B = @.

Propozitia 2.3.36. Daca A € C este atom minimal, iar u: ¢ = P,(X) este nul-
nul-aditiva, atunci multimea A nu poate fi partitionatd in multimi din C
(aceasta inseamna cd atomii minimali sunt nepartitionabili (nedecompozabili)).
Reciproc,

Propozitia 2.3.37. Orice atom nepartitionabil A € C este atom minimal.
Consecinta 2.3.38. Un atom este minimal dacd si numai dacd este
nepartitionabil (nedecompozabil) (in raport cu o multifunctie nul-nul-aditiva
de multime).

Propozitia 2.3.39. Daca multimea T este finita, iar A € C satisface conditia
u(A) 2 {0}, atunci exista B € C, B € A, care este atom minimal al lui u.

Mai mult, daca A este un atom al lui p iar p este nul-aditiva, atunci u(A) =
u(B), iar multimea B este unica.

Posibili aplicatie in fizici. In continuare, punem in evidentd faptul ca, din
punct de vedere al masuratorii, atomii minimali sunt singurii care conteaza:
Propozitia 2.3.40. Daca multimea T este finita, u este nul-aditiva, iar
{Ai}ieq1,2,..py este familia tuturor atomilor minimali diferiti continuti intr-0

P
multime A € C cu proprietatea ca u(A4) 2 {0}, atunci u(4) = u (_Ul Al-),
1=

ceea ce Inseamna ca multimea A se identificd, din punct de vedere al masurii
U, cu reuniunea tuturor atomilor minimali diferiti pe care 1i contine.

Sintetizam legaturile care pot fi puse in evidenta intre atomi, pseudo-atomi §i
atomi minimali:

Consecinta 2.3.42. (i) Orice atom minimal este atom si pseudo-atom;

(i) Daca u este nul-aditiva, atunci orice atom al lui p este, de asemenea,
pseudo-atom;

(iil)) Mai mult, dacd pu este o multimdsura de o forma particulara (vezi
Propozitia 2.3.11), atunci este valabild si reciproca afirmatiei (ii), deci orice
pseudo-atom este atom. Prin urmare, in aceasta situatie, deci pentru o
multimasurd de forma particulard din Propozitia 2.3.11, o multime este atom
daci si numai daca este pseudo-atom.

Atom minimal > Atom

A

: Multimésura
N'%lf ) i | particulard
aditivitate

\
‘Psendo-atom

Figura 2.2. Relatii de legatura intre tipurile de atomi



Avand 1n vedere cele doud instante in care au fost definite tipurile de
atomi, si anume, tipuri de atomi ai unei functii de multime, respectiv, tipuri de
atomi ai unei multifunctii de multime, urmatoarele interpretari fizice sunt
posibile:

1. Interpretari fizice ale tipurilor de atomi ale unei functii de multime:

1.1. Atomul poate fi asimilat unui pod de tip Einstein-Podolsky-Rosen (EPR)
(Susskind [32, 33]), in care corpusculul si unda sunt conectate si pot fi
interpretate ca stari aflate Tn entanglement (“amestec”) maxim al aceluiasi
“obiect fizic”: cand are loc colapsarea, partea neglijabild corespunde
corpusculului, in timp ce partea care acopera intreaga multime (mai precis,
atomul), corespunde undei. Rezultd o conditionare reciproca unda-corpuscul,
atomul fiind considerat “podul elementar” (evident, in sens Susskind) care
include toate proprietatile “materiei” (atdt in forma corpusculului, cat si a
undei) din care provine;

1.2. Atomii (in toate variantele lor) ar putea fi considerati ca singularitati ale
oricarei metrici spatiu-materie;

1.3. In raport cu masura Dirac &, atomul (spatiul neredus la un punct) este
echivalent cu o multime punctuala, ceea ce Tnseamna ca, in raport cu masura
mai sus amintita, spatiul “colapseaza” intr-un singur punct;

1.4. Ca aplicatie a unei functii de multime care este monotona, nul-aditiva si
regulatd, am pus in evidenta faptul cd “masura” unui atom coincide cu masura
fiecarui “punct” pe care acesta 1l contine, ceea ce reflectd viziunea holografica,
conform cdreia informatia este concentratd in fiecare dintre punctele sale, ceea
ce implica caracterul fractal;

2. Interpretari fizice ale tipurilor de atomi ale unei multifunctii de multime:
2.1. Atomul poate fi considerat un corespondent al unei gauri negre sau al
unei singularitati;

2.2. Un pseudo-atom are proprietatea ca orice submultime a sa fie este de
masurd nuld (deci poate fi neglijat in timpul procesului de masurare), fie
acopera in totalitate multimea;

2.3. Atomul minimal poseda  proprietatea  de  indivizibilitate
(nedecompozabilitate), situatie in care orice submultime a unui atom minimal
fie este de masurd nuld (ceea ce Inseamnd cd poate fi neglijatd in timpul
procesului de masurare), fie se suprapune peste multime (adicd atomul
minimal). Tntr-o astfel de conjecturd, notiunea de atom minimal poate fi pus Tn
corespondenta cu conceptul de particula elementara;

3. Interpretari fizice ale tipurilor de atomi definite atat prin intermediul unei
functii de multime, cdt si prin intermediul unei multifunctii de multime:

3.1. Dinamicile “obiectului fizic” unda-corpuscul pot fi descrise in Teoria
Relativitatii de Scard atat prin scenariul de tip Schrédinger (adica prin ecuatia
diferentiald Schrodinger multifractald), cét si prin scenariul de tip Madelung
multifractal (adica prin sistemul de ecuatii diferentiale ale hidrodinamicii
multifractale). Cele doud scenarii nu se exclud, ci, dimpotriva, sunt
complementare:



Este cunoscut faptul cd dinamicile sistemelor complexe in Teoria Relativitatii
de Scari (TRS) pot fi descrise fie prin scenariul de tip Schrodinger multifractal
explicitat prin ecuatia diferentiala
4 2

22 (dt)[m]‘zalalw + m(dt)[m]‘latlp =0, 2.1)
fie prin scenariul de tip Madelung multifractal explicitat prin sistemul de
ecuatii diferentiale

9, vP + vio,vP = —aPQ, (2.2)

atp +0,(pv") =0, (2.3)

4] !
unde —Q = u“‘ + )@l 8lu = —Az(dt) a2 %‘? (2.4)
d

0 =20 = 1,00 = o o 2.5)
' 7 ol [l

¥ = [peS,p=¥P,vP = 22(d)F@I "9Ps,uP = A(d)F@] "9PInp,
i=v=1,Lp=123. (2.6)

In relatiile de mai sus, ¥ este functia de stare, ¥ este conjugata complexa a lui
W, vP este viteza diferentiala si independenta de scara de rezolutie dt, uP este
viteza nediferentiald si dependenta de scara de rezolutie, Q este potentialul
multifractal specific, \/E este amplitudinea lui ¥, s este faza lui ¥, x! este
coordonata spatiala multifractald, t este coordonata temporald nemultifractala
cu rol de parametru afin al curbelor de miscare (mentionam faptul ca in TRS,
dinamicile entitatilor oricarui sistem complex sunt descrise prin curbe continue
si nediferentiabile — curbe multifractale), A este un parametru asociat tranzitiei
de scara multifractal — nemultifractal, f(a) este spectrul de singularitate cu
indice de singularitate de ordin @ = a(Dr) si D este dimensiunea fractala a
curbelor de miscare;

3.2. In scenariul de tip Schrodinger multifractal, invarianta ecuatiei
diferentiale Schrédinger unidimensionale 1in raport cu transformarile
omografice ale variabilei timp oferd, pe baza setului de matrici 2 X 2 de
elemente reale variabile, o descriere a dinamicilor unda-corpuscul pe baza
relatiilor dintre matricile reprezentative;

3.3. Intrucat orice matrice de tipul 2 X 2 poate fi scrisi ca o combinatie
liniara cu coeficienti reali, ce implicd doud metrici speciale $i anume, matricea
unitate si matricea de urma nuld, atunci orice descriere a dinamicilor unda-
corpuscul permite o descriere explicita a acestora, printr-o geometrie metrica a
spatiului;

3.4. In particular, se propune metrica Cartan-Killing a algebrei SL(2R) a
acestor matrici:

Discutdm aici, in cazul dinamicilor unidimensionale, de o realizare a grupului
Lie SL(2R) prin actiunea urmatoare (Mazilu si Agop [22]):

"= ;‘i—ig, = t+6' (2.7) unde a, B, v, & sunt elemente reale.




Dintr-o astfel de perspectiva, descrierea dinamicilor unda — corpuscul se
dovedeste reductibila prin setul de matrici 2 X 2 M= (;‘f g) (2.8)
de elemente reale variabile, la relatiile dintre matricile reprezentative.

Reamintim faptul ca orice matrice de tipul (2.8) poate fi scrisd ca o
combinatie liniara cu coeficienti reali ce implicd doua matrici speciale, anume
matricea unitate U si o matrice de urma nuli I (de la involutie), adici relatia

M = AT + ul. 2.9)
Involutia [ are urmitoarele proprietiti:
(i) Patratul sau este multiplu de U;
(i) Punctele fixe ale actiunii sale omografice sunt cele ale matricii M.
In (2.9), avem libertatea de a alege o parametrizare in care patratul lui [ sa fie
chiar matricea unitate pana la un semn. In acest caz, putem exprima elementele
lui 7 numai prin doi parametri ce reprezinta directiile asimptotice ale lui M.

In cazul directiilor asimptotice complexe (fie ele u + iv), reprezentarea
lui I prin directiile asimptotice este o “reprezentare sferica’’, care in conditiile
satisfacerii restrictiilor (i) si (ii), ia forma:

T=2(* —u® — ”2),f2 =-0. (2.10)
v\ 1 u
Acum, o astfel de reprezentare a dinamicilor unda - corpuscul permite o
descriere diferentiala explicitd a acestora, printr-o geometrie metrica, exact ca
descrierea metrica a spatiului (mai precis, o geometrie de tip hiperbolic). Intr-
adevar, reprezentarea dinamicilor unda — corpuscul prin matrici 2 x 2 conduce
la o metrica naturald a spatiului matricilor, de exemplu, metrica Cartan-Killing
a algebrei SL(2IR) a acestor matrici.
Covectorii de baza ai unei astfel de geometrii sunt dati, in cazul cel mai

general al unei matrici de tipul (2.8), prin 1 —formele diferentiale:
w! = adB;Bda, w2 = ady;yda) 03 = BdY;YdB’A = ay— BZ- (2.11)

In parametrizarea dati in (2.9) si (2.10), 1 —formele (2.11) devin
w!=2dd + sinzcl)i—z —sin® coscl)%

’ udu + vdv vdu — udv

u
w? = 2;d<1>+251n2d> + 2sin ® cos ®

v? v?
2 2 2_.,2 (112 9,2
w3 = :v d® + sin?® (v )jgnumv + sin & cos @ AW TV ) S; kd )dv,
(2.12)
unde tgd =% (2.13)

In raport cu acesti covectori, metrica este datd de forma pétratica

2 2 2
ds? = w'w? — (£)? = dd? — sin?d 7 (2.14)
3.5. Intr-o astfel de perspectiva, corelarea dinamicilor unda-corpuscul este
delegata unei aplicatii armonice, de la spatiul undei, la cel al corpusculului.

Atunci, explicit, se obtine o ecuatie sinus-Gordon multifractald, a carei solutie



conduce la functia elipticd sn a lui Jacobi, prin ale carei degenerari in perioada
rezultd dominanta fie a caraterului ondulatoriu, fie a celui corpuscular:

Intr-un astfel de cadru, corelarea dinamicilor undi — corpuscul (ca moduri de
manifestare a oricarui sistem complex) este delegata aplicatiei armonice de la

- > . o
spatiul asociat undei, la spatiul asociat corpusculului : X — . Consideram
asadar functionala principiului aplicatiei armonice

1= R ThiR 55 57 gnv(?), (2.5)

unde h este metrica asociatd spatiului undei, iar g*V este metrica spatiului
asociat corpusculului.

Anularea variatiei: 61 =0 (2.16) pentru
; agt d 2
JIRIRH(R) 2225 guv(€) = Vo2 — 2292 [(Vu)? + (W) (2.17)
conduce la ecuatiile de tip Euler
2 2 2 2
V20 + sind cos @ T = 0,7 (5) = 0,v (5) + T = g,
v2 v v v

(2.18)

unde V defineste gradientul. Ultimele doua relatii din (2.18) reprezinta o
aplicatie armonicd de la spatiul Euclidian la planul hiperbolic (sau planul
Lobachewski), In reprezentarea Beltrami-Poincaré.

2
O + 2 (sin®)? = (2, (2.24)

unde C este o constantd de integrare pe care o presupunem reald. Asadar, &
este integrala eliptica de speta I

_ _ D de
m2
de modul k? =, (2.26)
asa incat @ este o functie eliptica in &, de forma
& = Asn[C(¢ — &), k], A = const, (2.27)

unde sn este functia eliptica a lui Jacobi, de modul k (Lang [19]).
Relatia (2.27) admite degenerari in k, fie pentru k — 0, situatie in care aceasta
se reduce la
® - Asin[C(& — &),k — 0], (2.28)

specificand dominanta caracterului ondulatoriu, fie pentru k — 1, situatie in
care se reduce la

@ - Ath[C(& — &),k - 1], (2.29)
specificand dominanta caracterului corpuscular.
3.6. Prin coerenta in faza unda-corpuscul, metrica spatiului se reduce la cea a
lui Poincaré, caz in care, in acord cu principiul lui Ernst de generare a
metricilor axial simetrice din Relativitatea Generald, rolul de “pod” in sens
Susskind intre unda si corpuscul este mimat de campul gravitational:

Pentru @ = (2n+1) g, relatia (2.14) se dovedeste reductibila la metrica
2 2
du“+dv (2.30)

v? _
sau incd, in variabild complexa h = u +iv,h =u —1i (2.31)

spatiului hiperbolic ds? =



dhdh

o (2.32)

O astfel de metrica poate permite, in acord cu Principiul lui Ernst (Ernst [8-
10]) de generare a metricilor din cadrul Teoriei Generale a Relativitatii,
functionalitatea unui cimp gravitational cu simetrie axiala cu rol de “pod” intre
unda si corpuscul in sensul lui Susskind.

3.7. In scenariul de tip Madelung multifractal, dinamicile unda-corpuscul sunt
descrise de sistemul de ecuatii diferentiale al hidrodinamicii multifractale:
Descrierea dinamicilor unda-corpuscul printr-un scenariu de tip Madelung
multifractal implicd rezolvarea sistemului de ecuatii al hidrodinamicii
multifractale (2.2)-(2.4). Sistemul fiind puternic neliniar, el nu poate admite
solutii analitice decat in cazuri cu totul particulare (simetrii adecvate, conditii
initiale si pe frontiera speciale etc.). Un astfel de caz este cel al dinamicilor
unidimensionale din (2.2)-(2.4), adica

la metrica ds? = —

4
OV + VLV = 222(ap)F@l 2o, (%) (2.33)
d¢p + 0x(pV) = 0, (2.34)
supuse conditiei initiale
V(X,t = 0) =Vo,p(X,t = 0) = poexp [~ (5)°] (235)
si cele pe frontierd
V(X =Vot,t) =Vy,p(X = —00,t) = p(X = +00,t) =0, (2.36)
ceea ce conduce la solutia
_ Voa?+pu’tx
V(X, t! ‘Ll) - a2+”2t2 (237)
_ _ 1 _ (X-Vpt)?
p - (X' t'#) - \/Wexp [ a2+u2t2] (238)
2
unde p = ;L(dt)[%]‘l X = (2.39)

ecuatiilor  hidrodinamicii =~ multifractale  pentru cazul  dinamicilor
unidimensionale conduce la solutii analitice pentru campul de viteze si
densitatea de stari. Dominanta unuia dintre cele doud caractere implica
degenerari specifice ale solutiilor analitice, In timp ce dualitatea unda-
corpuscul, prin “sincronizarea” dinamicilor la cele doua rezolutii de scara (cea
diferentiabila si cea nediferentiabila) implica functionalitatea unei ecuatii de
difuzii multifractale (amplitudinea si faza oricarui obiect fizic se conditioneaza
reciproc):

Sistemul de ecuatii al hidrodinamicii multifractale (2.2)-(2.4) se dovedeste
reductibil la ecuatia de difuzie multifractala:

2
d.p = A(dt)[%]‘lalalp. (2.44)



Capitolul 3. Fractali. Multifractali. Spre o teorie multifractald a
miscarii

in Sectiunile 3.1 si 3.2., am prezentat, din punct de vedere matematic, unele
notiuni si rezultate fundamentale din teoria (multi)fractalilor, din perspectiva
teoriei masurii. Aceste notiuni si rezultate cu caracter teoretic ne-au permis
dezvoltarea consideratiilor din Sectiunea 3.3, referitoare la diverse tipuri de
proceduri matematice operationale in descrierile de dinamici, precum si a
consideratiilor din Sectiunea 3.4, referitoare la unele consecinte ale
nediferentiabilitdtii pentru cazul dinamicilor pe varietiti multifractale.
Consideratiile din acest capitol sunt absolut necesare pentru abordarea
realizata in Capitolul 4 din perspectivd multifractala.

Rezultatele originale prezentate in acest capitol sunt urmatoarele:

Am prezentat mai intdi, din punct de vedere matematic, notiuni si
rezultate fundamentale din teoria fractalilor si a multifractalilor (din
perspectiva teoriei masurii). Intr-un astfel de context, din punct de vedere
fizic, am specificat tipurile de proceduri matematice operationale in descrierile
de dinamici ale sistemelor complexe, rezultand atét clase de teorii fractale ale
miscirii, cat si clase de teorii multifractale ale miscarii. In contextul claselor
de teorii multifractale ale miscarii, am prezentat doar cateva consecinte ale
nediferentiabilitatii pentru cazul dinamicilor pe varietati multifractale:

Dinamicile entitatilor oricarui sistem complex sunt descrise prin curbe
continue si nediferentiabile (curbe fractale). Intr-un asemenea context, intrucét
in TRS fractalizarea curbelor de miscare ale entitatilor oricarui sistem complex
se realizeazd prin stochasticizare, se pot dezvolta urmadtoarele tipuri de
proceduri matematice de descriere a dinamicilor:

(i) proceduri matematice monofractale bazate pe “comportamente omogene”
ale sistemelor complexe, “comportamente” caracterizate de o singurd
dimensiune fractalda (in acord cu rezultatele anterioare putem opera, de
exemplu, in analiza dinamicilor oricarui sistem complex cu dimensiunea
fractala Hausdorff a unei multimi), la scard de rezolutie globald si care
prezintd aceleasi proprietati de scalare In orice interval de timp (de
exemplu, procesele de tip Brownian fractionar, cu o valoare datd a
dimensiunii fractale):

O astfel de alternativa a fost dezvoltatd de Nottale in [25], alternativa

reductibila atit la modelul Schrodinger, cat si la modelul de fluid cuantic in

cazul dinamicilor descrise prin curbe fractale de tip Peano (Mandelbrot [23],

Jackson [19], Cristescu [13]) in dimensiunea fractald Dr = 2, la scara de

rezolutie Compton (parametrul asociat dinamicii fractal-nefractal este A =

h/2mg, unde A = h/2m este constanta redusa a lui Planck, iar m, este masa de
repaus a microparticulei). O astfel de procedura permite dezvoltarea claselor de
teorii fractale ale miscarii (adica de dinamici pe varietati monofractale);

(ii)proceduri matematice multifractale bazate pe “comportamente neomogene”
ale sistemelor complexe, “comportamente” caracterizate simultan de mai



multe dimensiuni fractale la scari de rezolutie locale, si care prezintd
proprietati de scalare variate, la orice interval de timp. Atunci, in descrierea
dinamicilor oricarui sistem complex, se defineste un spectru de
singularitate f(«), de indice de singularitate @, a dinamicilor (adica cele
care cuantifica singularitati locale si care sunt caracterizate numai de valori
locale ale indicelui de singularitate):
Se permite astfel nu numai identificarea zonelor unui obiect multifractal ce
sunt caracterizate de o anumitd dimensiune fractald (sau, mai exact, numarul
de zone a caror dimensiune fractala se afla intr-un anumit interval de valori), ci
si identificarea unor clase de universalitate in domeniul sistemelor dinamice,
chiar atunci cand atractorii au aspecte diferite. Astfel de proceduri permit
dezvoltarea claselor de teorii multifractale ale migcarii (adicd descrieri de
dinamici pe varietati multifractale).

Am specificat cateva consecinte ale nediferentiabilitatii, in descrierea
dinamicilor sistemelor complexe, din perspectiva procedurii matematice
multifractale a TRS-ului (totalitatea acestora, dar din perspectiva unei teorii
fractale a migcarii, este prezentata in Capitolul 4). Astfel:

(i) Spatiul miscarilor entitatilor oricarui sistem complex este asimilat unei
varietdti multifractale (adica curbele continue si nediferentiabile prin care sunt
descrise migcarile entitatilor sunt caracterizate de mai multe dimensiuni
fractale, constante si arbitrare, ce opereaza simultan. Atunci, intr-un astfel de
spatiu, coordonatele sunt functii multifractale, in timp ce timpul nu este o
functie multifractald, ci doar un parametru afin al curbelor de miscare;
(if)Orice curba multifractala este in mod explicit dependenta de scara de
rezolutie dt. Mai precis, lungimea sa tinde spre infinit atunci cand 6t tinde spre
zero (Teorema lui Lebesgue) (Mandelbrot [23]). Mai mult, spatiul devine un
multifractal in sensul lui Mandelbrot;
(iii) Dinamicile sistemului complex sunt legate de comportamentul unui set de
functii in timpul operatiei de zoom a &t. Atunci &t =dt, In baza
functionalitatii principiului substitutiei;
(iv) Dinamicile entitatilor oricarui sistem complex sunt descrise prin variabile
multifractale. Atunci invarianta dt — —dt este ruptd, asa incat pentru orice
variabilda ce descrie dinamicile oricarui sistem complex, fie ea Q(t,dt),
definim derivatele “inainte” (4) si “inapoi” (—), prin relatiile:

do, . Q(t, t + At) — Q(t, At)

)

dt At—0 At
dQ_ Q(t,At) — Q(t — At, At) (3.1)
—— = lim ,

dt At—>0 At

” »

unde semnul “4” corespunde proceselor fizice inainte, iar semnul “—
corespunde proceselor fizice Thapoi;
(v) Diferentiala coordonatei spatiale se defineste prin relatia:

diXi(t, dt) = dyxt(t) + dp&(t, db). (3.2)
Partea diferentiabila dixi(t) este independentd de scara de rezolutie, In timp ce
partea nediferentiabila d ¢ (t, dt) depinde de scara de rezolutie;



(vi) Partea nediferentiabila a coordonatei spatiale satisface ecuatia
nediferentiabila

2

d Ei(t, dt) = ii(au:)[%]‘1
unde Af'_k sunt coeficienti constanti asociati tranzitiei de scara diferentiabil —
nediferentiabil, f(a) este spectrul de singularitate si « este indicele de
singularitate @« = a(Dy), unde Dy este dimensiunea fractala.
(vii) Invarianta dt — —dt a oricarei variabile menita sa descrie dinamicile
oricarui sistem complex este recuperata cu ajutorul operatorului:

d 1yd,+d_\ i/d,—d_ (34)
, dt_Z( dt ) 2( dt )

imaginara Vj (viteza nediferentiabild) depinde de scara de rezolutie;
(viii) Intrucat multifractalizarea implici stochasticizare (Mandelbrot [23],
Jackson [19], Cristescu [13]), Tntregul “arsenal” statistic (sub forma mediilor,
variantelor, covariantelor etc.), devine operational n descrierea dinamicilor
oricarui sistem complex. In particular, pentru media lui d, X' admitem
functionalitatea:

(3.3)

(dy X'y = dyxt, (3.7)
(d&) =0. (3.8)
Dinamicile oricarui sistem complex pot fi descrise prin derivata covarianta de

scard data de operatorul (vezi Agop si Paun [4]):
d i [f(a)] lk (39)
E—6t+V6+ (dt) D™ 9,0,

unde:

D% =gl —id', gl =242k — LAk, dtk = 2Lk + aLak. (3.10)
Pentru multifractalizdri prin procese stochastice de tip Markov (Mandelbrot
[23], Jackson [19], Cristescu [13]), sunt satisfacute urmatoarele constrangeri:

A4 = 2L AL = 226Y, f(a) = Dy, (3.12)
unde A este un coeficient specific asociat tranzitiei multifractal — nemultifractal
si 6% este pseudo-tensorul lui Kronecker.

Acceptand functionalitatea principiului covariantei de scara (legile dinamicii
sunt invariante la transformari de scard), adica aplicand operatorul (3.9) vitezei
complexe (3.5), in absenta oricérei constrangeri externe, ecuatiile de miscare
(adica ecuatiile geodezicelor pe un spatiu multifractal) iau urmétoarea forma:
o 2
=00+ Vg +§(dt)[ml‘1ulkalakl7i = 0. (3.14)
Aceasta inseamnd cd acceleratia multifractala 9,V¢, convectia multifractala
V'9,Vt si disiparea multifractala D'%9,0, V! isi gasesc echilibrul in orice punct
al curbei multifractale de miscare.
Tn cazul particular (3.11), ecuatiile de miscare (3.14) devin:

W _ o0+ Do, — l/l(dt)[DF] 9,07 = 0. (3.15)



Capitolul 4. Spre o teorie fractala a miscirii. Fundamente si aplicatii

Acest capitol este organizat astfel:

Dupa o prima parte introductiva, in Sectiunea 4.2. am expus diferite rezultate
in ceea ce priveste o teorie fractald a miscdrii si am prezentat principalele
consecinte ale nediferentiabilitatii. Ne-am referit la notiuni precum cea de
derivatd covariantd de scard, geodezice fractale in reprezentarea de tip
Schrodinger, respectiv in reprezentarea de tip hidrodinamic. Sectiunea 4.3.
contine rezultate referitoare la modelul lui Barbilian de geometrie diferentiala
fractala. De asemenea, am expus rezultate referitoare la probabilitatile
generate prin intermediul maparilor armonice. Din aceasta perspectiva, am
extins notiuni din teoria atomicitatii la teorii implicAnd atomicitate fractala si
am prezentat unele proprietati ale atomului minimal fractal.

Rezultatele originale prezentate in acest capitol sunt urmatoarele:

1. Din punct de vedere fizic:

1.1. In cazul fractalizarii prin stochasticizari ale dinamicilor utilizand
procese de tip Markov, ecuatia lui Schrodinger standard se identificd cu
geodezicele unui spatiu fractal pentru miscari ale entitatilor unui sistem fizic
pe curbele de tip Peano, la scara de rezolutie Compton:

Ecuatia Schrodinger de tip fractal (fara constrangeri):

2 ()72 2dn)ee)
A2(de)\Pr/ "0, OPW +iA(dE)\PF/ 0, = 0. (4.24)
Ecuatia Schrodinger standard:
h? ,
Z—mOap oPY + in at‘P =0 (425)

1.2. Pentru cazul stationar unidimensional al geodezicelor fractale de tip
Schrodinger, o simetrie speciald indusd de grupul omografic sub forma
grupului lui Barbilian implicd “sincronizarea” entitatilor unui sistem fizic
dat:

Ecuatia fractala de tip Schrodinger ia forma urmatoare, in cazul
unidimensional:

(5)-2 (5:)1
A2(dt)\Pr) 7 0, P (x, t) + iA(dt)\PF) "9, ¥ = 0. (4.44)
Cu ajutorul solutiei:

Y(x,t) = 68(x)exp [—

%Etl, (4.45)

ZmOA(dt)(W)_l

unde E este energia unei entitati a sistemului fizic, ecuatia (4.44) devine:
0,,0(x) + k26(x) = 0,(4.46)

E
kg = W, (447)

adica, o ecuatie fractala de tip Schrodinger stationara.
Grupul de transformari pentru conditiile initiale (grupul Barbilian):

ah+b —  ah+b ch+d
o Jho— ko k. (4.53)
ch+d ch+d ch+d




1.3. Proprietatile integrale si diferentiale ale grupului de sincronizare, sub
restrictia existentei unui paralelism de directii in sensul Levi-Civita, impun
corespondente cu “dinamica” planului hiperbolic. Intr-o astfel de conjectura,
mapari armonice intre spatiul euclidian si cel hiperbolic, pe baza unui
principiu variational, permit tranzitii de tip stationar-nestationar in dinamicile
sistemelor fizice, explicitate prin autostructurari de tip celular in canal si,
respectiv, generdri a priori de probabilitati Tn sensul lui Jaynes:

Metrica (4.59) se reduce la metrica planului Lobachewski Tn reprezentarea

. ,.ds? _ dhdh
Poincaré: = = 44—, (4.67)
pentru conditia wy = 0, sau, n termeni reali (4.63)
dp = -, (4.68)

Cu aceasta restrictie, metrica (4.66) in variabilele (4.63) se poate reduce la o

metricd Lobachewski in reprezentare Beltrami:

ds? du?+dv?

P (4.69)
Relatia (4.68) defineste un paralelism de directii in sens Levi-Civita.
Intr-adevar, deoarece unghiul de paralelism Tn planul Lobachewski este dat

de relatia:

d$ = 2{= [InF (v,u)]du — — [InF (v, w)]dv} = -, (4.70)
unde F(u,v) = (1/v?) este factorul conformal al metricii (4.69), obtinem
evident (4.68).
Teorema 4.5.1. Grupul Barbilian este masurabil.
Demonstratie. Grupul lui Barbilian este simplu tranzitiv si, intrucat vectorul
sau de structura (a se vedea metoda din Flanders [13]):

Co =Cyy (4.73)
este identic nul, asa cum se poate observa din (4.56), aceasta inseamna ca el
poseda o functie invarianté data prin relatia:

F(h h k) = — m (4.74)

care este inversul modulului determinantului unui sistem liniar (Agop si Paun
[5], Mazilu si Agop [19], Merches si Agop [20]).
Observatia 4.5.2. In spatiul variabilelor (h, h, k), pot fi construite, a priori,
teorii probabilistice, bazate pe probabilitatea elementara
- dhAdhAdk

dP(h,h, k) = ek (4.75)
unde prin A notam produsul exterior al 1-formelor.
Observatia 4.5.3. Sa constatdm cd am obtinut o perspectiva atractiva asupra
teoriei prezentate (chiar daca realizarea nu este una compactd), mai ales in
cazul constructiilor stochastice (Agop si Paun [5], Mazilu si Agop [19],
Merches si Agop [20], Jaynes [17]). In aceste constructii, variabilele
complexe h, h.k sunt pur si simplu legate de probabilitatea fundamentala
care caracterizeaza ‘“contingentele” care, din punct de vedere al mecanicii
cuantice, pot sta la baza structurilor spatiale si spatio-temporale (Merches si



Agop [20]).

In consecinta, ecuatiile campului pot fi obtinute prin intermediul principiului
1

variational (Agop, ...,Gavrilut,...[4]) & [ Lyzd3x =0 (4.78)

relativ la functia lui Lagrange:

: . oh 0h _
_ yaBy. 0y 0yl ap9x®9xB _ VhVh
L=y hz} 9x% 9xB hom? (e (4.79)

Ca urmare, ecuatiile diferentiale ale campului (ecuatiile de camp ale lui
Barbilian), corespunzatoare principiului variational (4.78), iau forma:

(h—h) - (V2h) = 2VhVh, (h — h) - (V2h) = 2VhVh  (4.80)
si au solutia: h = —i M, (4.81) cu At = 0 (4.82) a numar real.
> K cosht+e~*sinht
Observatia 4.5.6. Pentru o alegere de forma a = 20t, caz in care a fost
introdusda o dependentd temporald in dinamicile sistemului fizic, (4.81)
i[e?® sin(20t)-sin(20t)-2ie®]

N e2®[cos(202t)+1]-cos(20t)+1 ° (4'83)
In Figurile 4.1. - 4.3. urmatoare, sunt prezentate diverse comportamente
neliniare ale dinamicilor complexe la diferite scéri de rezolutie, in coordonate
adimensionale:

(i) Comportamente neliniare, la scara de rezolutie globala (Figurile 4.1. a, b);
(if) Comportamente neliniare, la scara de rezolutie diferentiabila (Figurile
4.2.a,b);

(iif) Comportamente neliniare, la scara de rezolutie nediferentiabila (Figurile
4.3. a, b).

Remarcam ca, indiferent de scara de rezolutie, dinamicile oricarui
sistem fizic se dovedesc reductibile, prin auto-structurare, la diverse tipare,
fie ele de tip celular prin formarea de perechi (vezi Figurile 4.1. a, b - 4.3. g,
b), fie ele de tip canal (vezi Figurile 4.4. a -4.4. c). Aceste tipare sunt
“masuri” ale gradului de interactie dintre entitatile oricarui sistem fizic, taria
interactiei fiind In corespondentd cu gradul de fractalitate (explicitat la noi
prin valorile lui Q).

devine: h =

Figura 4.1. a: Dinamici 3D ale lui
h(2,t),cu® = 2.35, la scard de
rezolutie globala.




Figura 4.2. a: Dinamici 3D ale lui
Re[h(£,t)], cu ® = 2.35, la scard de
rezolutie diferentiabild

Figura 4.3. a: Dinamici 3D ale lui
Im[h(Q,t)], cu ® = 2.35, la scard de
rezolutie nediferentiabila

Figura 4.1. b: Dinamici 2D ale lui
h(2=0-50;t=0-50),h=2
si @ = 2.35, la scara de rezolutie
globala

Figura 4.2. b: Dinamici 2D ale lui
Re[h(2 =0—-50;t =0—-50);h =
2] si @ = 2.35, la scara de rezolutie

diferentiabila




Figura 4.3. b: Dinamici 2D ale lui
Im[h(2 =0-50;t=0—
50)]; h = 2 si ® = 2.35, la scara de
rezolutie nediferentiabila

Figura 4.4 a: Dinamici 2D la scara
de rezolutie globala, ale lui h(2 =
0—200;t=0-200); h =5.

Figura 4.4 b: Dinamici 2D la scara
de rezolutie globala, ale lui h(2 =
0—400;t =0—400); h =5.

Figura 4.4 c: Dinamici 2D la scara
de rezolutie globala, ale lui h(2 =
0—-600;t =0—600); h =5.

Sa observam, de asemenea, ca, in planul (£2;t), are loc o descrestere
exponentiald (vezi Figurile 4.4. a si 4.4. ¢). Daca explicitam o astfel de situatie
pentru o plasma de ablatie, aceasta poate corespunde proceselor de disipare
care au loc n timpul expansiunii plasmei produse cu laser. Cand plasma se
extinde, plasmele produse cu laser pierd particulele de energie prin procese de
coliziune/radiatie.

O explicitare a unei astfel de situatii specifici faptul ca varianta
hidrodinamica a unei mecanici fractale este abordatd mai usor. Mai mult,
teoria masurii cuantice poate deveni un caz particular al unei posibile teorii a
masurii fractale la o scara de rezolutie data.

2. Din punct de vedere matematic:

2.1. Conceptul de atomicitate minimala a fost discutat in corespondentd cu
teoria cuanticd a masurii. Acest concept a fost extins in forma notiunii de
atomicitate fractald. Cateva proprietati ale acestei notiuni au fost expuse din



punct de vedere matematic.

2.2. Intr-o astfel de abordare, a fost utilizati o metodd inversd in ceea ce
priveste dezvoltarile comune privind conceptul de atomicitate minimala,
observand ca mecanica cuantica se identifica cu un caz particular al mecanicii
fractale la o scard de rezolutie data.

Rezultatele precedente specificd urmatoarele:

(i) Mecanica cuanticd este un caz particular al mecanicii fractale (teorii ale
miscarilor ce au loc pe curbe Peano la scara de rezolutie Compton);

(ii) Probabilitatile in sens Jaynes sunt generate cu ajutorul aplicatiilor
armonice ntre spatiul euclidian si spatiul hiperbolic.

Aceste doua argumente sunt, in opinia noastra, suficiente, deoarece ele ne
permit sa obtinem o generalizare a teoriei masurii cuantice. Este vorba despre
o posibild teorie a masurilor fractale si, implicit, despre introducerea unor
concepte ce pot fi dezvoltate in cadrul acestei teorii. Unul dintre aceste
concepte este cel de atom minimal fractal, ce reprezintd o generalizare naturald
a conceptului de atom minimal, pe care I-am descris Tn Capitolul 2.

In cele ce urmeaza, introducem notiunea si prezentim unele proprietiti de
baza ale atomului minimal fractal. Fie T o multime oarecare, nevida, C o latice
de submultimi ale Iui P(T) si m:C —» R, o functie de multime, satisfacand
conditia m(@) = 0. Definitiile date in Capitolul 2 pentru notiunile de pseudo-
atom si respectiv, de atom minimal, pot fi generalizate, fard nicio modificare,
la cazul Tn care C nu este inel, ci doar latice.

Definitia 4.6.1. O multime 4 € C se numeste:
(i) pseudo-atom al lui m daca m(A) > 0 si pentru orice B € C, B € A, are loc
fie m(B) = 0, fie m(B) = m(A4).
(if)atom minimal al lui m daca m(A) > 0 si pentru orice B € C, B € A, are loc
fiem(B) = 0, fie B = A.
Propozitia 4.6.2. (lannaccone si Khokha [15]) Dacd multimile A si B au
dimensiunile fractale D,, respectiv, Dp, atunci multimea AU B are
dimensiunea fractala

Dyup = max{Dy, Dp}.
Propozitia 4.6.3. (lannaccone si Khokha [15]) Dacad multimile A si B au
dimensiunile fractale D,, respectiv, Dg, atunci multimea AN B are
dimensiunea fractala Dpng =Dy + D —d
(d este dimensiunea euclidiana a spatiului de scufundare).
Tntrucat C este o latice, deci este inchisa in raport cu intersectia si reuniunea a
doud multimi, rezulta ca notiunea urmatoare este bine definita:
Definitia 4.6.4. Un pseudo-atom (respectiv, atom minimal) A € C al lui m,
avand dimensiunea fractald D4, se numeste pseudo-atom fractal (respectiv,
atom minimal fractal).
Obtinem atunci:
Propozitia 4.6.5. Dacda A, B € C sunt pseudo-atomi fractali ai lui m si daca
m(A N B) > 0, atunci A N B este, de asemenea, un pseudo-atom fractal al lui
msi m(ANB) =m(4) =m(B).



Concluzii generale

Tn Capitolul 1:

Rezultatele originale prezentate in acest capitol sunt urmatoarele:

I. Din punct de vedere matematic, am introdus unele tipuri de multifunctii
neaditive de multime, pentru care am prezentat exemple, contracxemple,
diverse relatii de legatura, am stabilit proprietati ale acestora, si, de asemenea,
am pus in evidenta corelatii, implicatii si interpretari din punct de vedere fizic.

Il. Astfel, din punct de vedere al implicatiilor in fizica, identificam
urmatoarele:

1. Implicatii in fizica pe baza functiilor neaditive de multime:

1.1. Masa m, ca functie finit aditivd de multime la scard macroscopica si
pierderea acestei calitati la scard microscopica;

1.2. Entropia, in diversele sale acceptiuni (in sens Shannon, in sens Fisher, in
sens von Neumann, in sens Rényi etc.), ca functie cu proprietati specifice
functiilor neaditive de multime (monotonie, subaditivitate etc.);

1.3. In Mecanica Cuantica, proprietatea de aditivitate a masurilor se respecti
atata timp cat functiile de unda de Broglie asociate microparticulelor (fie ele
bosoni, fie ele fermioni) nu interferd. Aceasta proprietate dispare insa in cazul
interferentei acestor functii de unda (in prezentul context, interferenta permite
ca reuniunea a doud multimi de masura nula sa aiba masura nenuld);

1.4, Utilizarea teoriei masurilor neaditive in modelarea unor fenomene
cuantice, precum absenta interferentei cuantice si corespondenta cu conceptul
de multime macroscopica, interpretarea unui tip special de functii neaditive de
multime (masura egal-nuld), in corespondentd cu interferenta cuantica,
coerentd si decoerentd prin experimente de tip Young, pe baza masurilor
cuantice (numite in teza g-masuri).

2. Implicatii in fizicd pe baza multifunctiilor de multime:

2.1. Utilizarea multifunctiilor de multime cu valori interval in procesarea
sunetelor si a imaginilor;

2.2. Utilizarea distantei Hausdorff-Pompeiu in numeroase aplicatii bazate pe
recunoasterea tiparelor (recunoastere faciald, detectarea pietonilor printr-0
aplicatie de supraveghere video, recunoasterea irisului, potrivirile amprentelor
palmare, detectarea si identificarea ventriculilor creierului, procese de invatare
etc.);

2.3. Definirea multifractalului in sens matematic, utilizind notiunea de
multifunctie de multime;

3. Implicatii in fizicd pe baza superpozitiei dintre functiile neaditive de
multime si multifunctiile de multime:

1.1. Definirea unei entropii informationale multifractale in sens Shannon, ca
element de conexiune intre functii neaditive de multime si multifunctii. Mai
precis, aceastd entropie informationald opereazd simultan pe doud varietati
multifractale, cea a coordonatelor pozitie-impuls, si cea a rezolutiilor de scara,

1.2. Maximizarea entropiei informationale multifractale, prin acceptarea
functionalitatii unui principiu variational multifractal, pentru care se specifica



mediile si abaterile standard multifractale sau, echivalent, variantele
multifractale au ca finalitate forme patratice multifractale;

1.3. Formele patratice multifractale sunt invariante in raport cu grupuri Lie
SL(2R) multifractale (grupuri Lie SL(2R) multifractale ale coordonatei
pozitie-impuls), ale caror functii multifractale invariante pot juca rolul de
hamiltoniene multifractale, considerate generatori ai miscarii,

1.4. Tot printre functiile multifractale invariante in raport cu grupurile Lie
SL(2R) multifractale, se afla si densitatile de repartitic gaussiene
multifractale, caz in care coeficientii formelor patratice multifractale pot primi
semnificatii statistice. Acest fapt legifereazd ideea cd densitatile de
probabilitate multifractale trebuie sa fie si integrale multifractale ale miscarii;
1.5. Clasa tuturor ipotezelor statistice, la orice rezolutie de scard, marcata prin
invarianta formelor patratice multifractale, implicd invarianta acestora in
raport cu grupuri Lie SL(2R) multifractale - grupuri Lie SL(2R) multifractale
ale coeficientilor formelor patratice multifractale. Functiile multifractale
invariante 1n raport cu aceste grupuri se identifica cu varietitile de
tranzitivitate ale acestor grupuri;

1.6. Clasele de ipoteze statistice specifice gaussienelor multifractale de
aceeasi medie sunt caracterizate de proprietatea cd discriminantii formelor
patratice multifractale trebuie sa fie reductibili la constante multifractale, adica
la varietatile de tranzitivitate ale grupurilor Lie SL(2R) multifractale ale
coeficientilor formelor patratice multifractale;

1.7. Intrucat la orice scara de rezolutie, grupul SL(2R) al coordonatei pozitie-
impuls si grupul SL(2R) al coeficientilor formei patratice sunt izomorfe,
atunci teoria generala a familiilor parametrice de varietdti invariante devine
operationala si permite obtinerea acestor familii ca solutii ale ecuatiilor lui
Stoka. Aplicand aceastd teorie 1n cazul unui ansamblu de oscilatori de tip
Planck, se stabileste o corelatie nu numai intre gradul de multifractalitate si
varietatile de tranzitivitate ale grupului In cadrul unei relatii de incertitudine
multifractald, ci si o conexiune cu un caz cuantic referitor la starile coerente,
stari fundamentale in descrierea procesului de masura.

Tn Capitolul 2:
Rezultatele originale prezentate in acest capitol sunt urmatoarele:

Avand 1n vedere cele doud instante in care au fost definite tipurile de
atomi, si anume, tipuri de atomi ai unei functiide multime, respectiv, tipuri de
atomi ai unei multifunctii de multime, urmatoarele interpretari fizice sunt
posibile:

1. Interpretari fizice ale tipurilor de atomi ale unei functii de multime:

1.1. Atomul poate fi asimilat unui pod de tip Einstein-Podolsky-Rosen (EPR),
in care corpusculul si unda sunt conectate si pot fi interpretate ca stari aflate in
entanglement (“amestec”) maxim al aceluiasi “obiect fizic”: cand are loc
colapsarea, partea neglijabild corespunde corpusculului, in timp ce partea care
acopera Intreaga multime (mai precis, atomul), corespunde undei. Rezulta o
conditionare reciproca unda-corpuscul, atomul fiind considerat “podul



elementar” (evident, in sens Susskind) care include toate proprietitile
“materiei” (atat in forma corpusculului, cat si a undei) din care provine;

1.2. Atomii (in toate variantele lor) ar putea fi considerati ca singularitati ale
oricarei metrici spatiu-materie;

1.3. In raport cu masura Dirac &, atomul (spatiul neredus la un punct) este
echivalent cu o multime punctuald, ceea ce inseamna cd, in raport cu masura
mai sus amintita, spatiul “colapseaza” intr-un singur punct;

1.4. Ca aplicatie a unei functii de multime care este monotona, nul-aditiva si
regulatd, am pus in evidenta faptul cd “masura” unui atom coincide cu masura
fiecdrui “punct” pe care acesta il contine, ceea ce reflecta viziunea holografica,
conform careia informatia este concentrata in fiecare dintre punctele sale, ceea
ce implica caracterul fractal;

2. Interpretari fizice ale tipurilor de atomi ale unei multifunctii de multime:
2.1. Atomul poate fi considerat un corespondent al unei gauri negre sau al
unei singularitati;

2.2. Un pseudo-atom are proprietatea ca orice submultime a sa fie este de
masurd nula (deci poate fi neglijat In timpul procesului de masurare), fie
acopera in totalitate multimea;

2.3. Atomul  minimal  posedda  proprictatea de  indivizibilitate
(nedecompozabilitate), situatie in care orice submultime a unui atom minimal
fie este de masurd nuld (ceea ce Inseamnd cd poate fi neglijatd in timpul
procesului de masurare), fie se suprapune peste multime (adicd atomul
minimal). Tntr-o astfel de conjectura, notiunea de atom minimal poate fi pus in
corespondenta cu conceptul de particuld elementara;

3. Interpretari fizice ale tipurilor de atomi definite atat prin intermediul unei
Sfunctii de multime, cdt si prin intermediul unei multifunctii de multime:

3.1. Dinamicile “obiectului fizic” unda-corpuscul pot fi descrise in Teoria
Relativitatii de Scard atat prin scenariul de tip Schrodinger (adica prin ecuatia
diferentialda Schrodinger multifractald), cét si prin scenariul de tip Madelung
multifractal (adicd prin sistemul de ecuatii diferentiale ale hidrodinamicii
multifractale). Cele doua scenarii nu se exclud, ci, dimpotriva, sunt
complementare;

3.2. In scenariul de tip Schrodinger multifractal, invarianta ecuatiei
diferentiale Schrodinger unidimensionale 1n raport cu transformarile
omografice ale variabilei timp oferd, pe baza setului de matrici 2 X 2 de
elemente reale variabile, o descriere a dinamicilor unda-corpuscul pe baza
relatiilor dintre matricile reprezentative;

3.3. Intrucat orice matrice de tipul 2 x 2 poate fi scrisi ca o combinatie
liniara cu coeficienti reali, ce implicd doud metrici speciale $i anume, matricea
unitate si matricea de urméa nuld, atunci orice descriere a dinamicilor unda-
corpuscul permite o descriere explicita a acestora, printr-0 geometrie metrica a
spatiului;

3.4. In particular, se propune metrica Cartan-Killing a algebrei SL(2R) a
acestor matrici;



3.5. Intr-o astfel de perspectiva, corelarea dinamicilor undi-corpuscul este
delegatd unei aplicatii armonice, de la spatiul undei, la cel al corpusculului.
Atunci, explicit, se obtine o ecuatie sinus-Gordon multifractala, a carei solutie
conduce la functia eliptica sn a lui Jacobi, prin ale carei degenerari in perioada
rezultd dominanta fie a caraterului ondulatoriu, fie a celui corpuscular;

3.6. Prin coerenta in faza unda-corpuscul, metrica spatiului se reduce la cea a
lui Poincaré, caz in care, in acord cu principiul lui Ernst de generare a
metricilor axial simetrice din Relativitatea Generala, rolul de “pod” in sens
Susskind intre unda si corpuscul este mimat de campul gravitational,;

3.7. In scenariul de tip Madelung multifractal, dinamicile unda-corpuscul sunt
descrise de sistemul de ecuatii diferentiale al hidrodinamicii multifractale;
ecuatiilor  hidrodinamicii =~ multifractale pentru cazul  dinamicilor
unidimensionale conduce la solutii analitice pentru campul de viteze si
densitatea de stari. Dominanta unuia dintre cele doud caractere implica
degenerari specifice ale solutiilor analitice, In timp ce dualitatea unda-
corpuscul, prin “sincronizarea” dinamicilor la cele doua rezolutii de scara (cea
diferentiabila si cea nediferentiabild) implicd functionalitatea unei ecuatii de
difuzii multifractale (amplitudinea si faza oricarui obiect fizic se conditioneaza
reciproc).

Tn Capitolul 3:
Rezultatele originale prezentate in prezentul capitol sunt urmatoarele:

Am prezentat mai Tntdi, din punct de vedere matematic, notiuni si
rezultate fundamentale din teoria fractalilor si a multifractalilor (din
perspectiva teoriei masurii). Intr-un astfel de context, din punct de vedere fizic,
am specificat tipurile de proceduri matematice operationale in descrierile de
dinamici ale sistemelor complexe, rezultdnd atat clase de teorii fractale ale
miscarii, cat si clase de teorii multifractale ale miscarii. in contextul claselor
de teorii multifractale ale miscarii, am prezentat doar cateva consecinte ale
nediferentiabilitatii pentru cazul dinamicilor pe varietati multifractale.

Tn Capitolul 4:

Rezultatele originale prezentate in acest capitol sunt urmatoarele:

1. Din punct de vedere matematic,

1.1. Conceptul de atomicitate minimald a fost discutat in corespondenta cu
teoria cuanticd a masurii. Acest concept a fost extins in forma notiunii de
atomicitate fractald. Cateva proprietati ale acestei notiuni au fost expuse din
punct de vedere matematic.

1.2. Intr-o astfel de abordare, a fost utilizati o metodid inversd in ceea ce
priveste dezvoltarile comune privind conceptul de atomicitate minimala,
observand ca mecanica cuantica se identifica cu un caz particular al mecanicii
fractale la o scard de rezolutie data.

2. Din punct de vedere fizic,

2.1. In cazul fractalizarii prin stochasticizari ale dinamicilor utilizand procese



de tip Markov, ecuatia lui Schrodinger standard se identificd cu geodezicele
unui spatiu fractal pentru miscari ale entitatilor unui sistem fizic pe curbele de
tip Peano, la scara de rezolutie Compton.

2.2. Pentru cazul stationar unidimensional al geodezicelor fractale de tip
Schrodinger, o simetrie speciald indusa de grupul omografic sub forma
grupului lui Barbilian implica “sincronizarea” entitatilor unui sistem fizic dat.
2.3. Proprietatile integrale si diferentiale ale grupului de sincronizare, sub
restrictia existentei unui paralelism de directii in sensul Levi-Civita, impun
corespondente cu “dinamica” planului hiperbolic. Intr-0 astfel de conjectura,
mapari armonice intre spatiul euclidian si cel hiperbolic, pe baza unui
principiu variational, permit tranzitii de tip stationar-nestationar in dinamicile
sistemelor fizice, explicitate prin autostructurdri de tip celular in canal si,
respectiv, generari a priori de probabilitati in sensul lui Jaynes.

O explicitare a unei astfel de situatii specificd faptul cd varianta
hidrodinamica a unei mecanici fractale este abordatd mai usor. Mai mult,
teoria masurii cuantice poate deveni un caz particular al unei posibile teorii a
masurii fractale la o scara de rezolutie data.
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