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Introducere  
          

Teoria măsurii studiază, în esență, modul în care poate fi atribuită o 

mărime, unei mulțimi date și care poate fi “măsurată”. Conceptul de măsură 

este fundamental în matematică, constituind o abstractizare naturală pentru 

noțiuni comune, cum ar fi cea de masă, distanță, lungime, arie, volum, 

probabilitate a unui eveniment, sarcină electrică etc. De asemenea, noțiunea de 

măsură este esențială în teoria probabilităților, iar generalizări ale sale (de 

exemplu, măsura cuantică) sunt utilizate pe scară largă în fizica cuantică și în 

fizică, în general. 

Recent, teoriei măsurilor neaditive i-a fost acordat un interes din ce în ce 

mai mare, datorită diverselor sale aplicații într-o gamă largă de domenii. 

Această teorie generalizată a măsurii este folosită, de exemplu, pentru a 

descrie diverse situații în care intervin conflicte sau cooperări între anumiți 

jucători raționali inteligenți, oferind un cadru matematic adecvat pentru a 

prezice rezultatul procesului. În special, diverse teorii dezvoltate referitoare la 

atomicitate pentru măsuri neaditive sunt utilizate în teoria jocurilor, 

probabilități, statistică și inteligență artificială etc.  

Pe de altă parte, în ultimele decenii s-a dezvoltat, din considerente de 

ordin practic, o teorie a multifuncțiilor de mulțime (adică funcții de mulțime cu 

valori mulțimi). Această categorie specială de aplicații a devenit un instrument 

important în multe domenii practice, în special în analiza economică, în care 

tratează probleme ale cererii individuale, echilibru competitiv etc. În 

particular, funcțiile cu valori intervale, sunt asociate frecvent cu funcțiile care 

măsoară incertitudinea. Mai precis, măsurile probabilistice cuantice cu valori 

interval sunt utilizate pentru a studia efectul imperfecțiunilor experimentale și 

al măsurătorilor de precizie finită. 

Prin intersectarea acestor două mari domenii, cel univoc, al teoriei 

măsurilor neaditive (numite și funcții neaditive de mulțime) pe de o parte, și 

cel multivoc, al teoriei multifuncțiilor de mulțime pe de altă parte, a luat 

naștere, în ultimele decenii, o teorie a multifuncțiilor neaditive de mulțime, 

care a constituit, de altfel, domeniul de interes pentru realizarea acestei teze, în 

special din perspectiva aplicațiilor, a corelațiilor și a implicațiilor puse în 

evidență în studiul unor procese fizice. 
 

Prezenta teză de doctorat este structurată în patru capitole. Pentru o 

prezentare logică și cursivă, la începutul fiecărui capitol am trecut în revistă 

principalele rezultate în domeniu, inserând, acolo unde este posibil, rezultatele 

originale ale autorului, atât din punct de vedere matematic, cât și din punct de 

vedere fizic. Mai precis, pe parcursul întregii prezentări a subiectului, am 

evidențiat, pe cât posibil, după noțiunile și conceptele introduse sau teoremele 

demonstrate, interpretările fizice ale acestora, sub titulatura generală Posibile 

interpretări fizice. De asemenea, la sfârșitul fiecărui capitol, am prezentat in 

extenso Aplicațiile fizice ale modelului matematic. 



În Capitolul 1, am amintit în primele secțiuni principalele noțiuni și 

rezultate fundamentale din teoria măsurii, necesare dezvoltării capitolelor 

următoare. Astfel, ne-am referit la anumite clase speciale de mulțimi, după 

care am amintit diverse tipuri de funcții de funcții neaditive de mulțime, pentru 

care am prezentat exemple, proprietăți și unele interpretări fizice. Secțiunea 

următoare este dedicată prezentării importanței studiului fenomenelor fizice în 

spații de mulțimi, în care un instrument deosebit de util, în special în probleme 

referitoare (la multi)fractalitate este metrica Hausdorff-Pompeiu. Am amintit 

principalele proprietăți ale acestei metrici, și, în secțiunea următoare, am trecut 

de la cazul univoc, al funcțiilor de mulțime, la cazul multivoc, al 

multifuncțiilor de mulțime, obținând astfel rezultate cu un grad mai mare de 

generalizare și abstractizare. În acest cadru multivoc, am introdus unele tipuri 

de multifuncții neaditive de mulțime, pentru care am prezentat exemple, 

contraexemple, diverse relații de legătură și, de asemenea, corelații, implicații 

și interpretări din punct de vedere fizic. În ultimele secțiuni ale acestui capitol, 

am prezentat unele aplicații ale teoriei (multi)funcțiilor neaditive de mulțime, 

în modelarea unor fenomene cuantice și în studiul sistemelor fizice.  
  

În Capitolul 2, am urmărit obținerea unor generalizări ale noțiunilor de 

atom, pseudo-atom, atom minimal, de la cazul univoc, al funcțiilor aditive sau 

neaditive de mulțime, la cazul multivoc, al multifuncțiilor neaditive de 

mulțime. Această generalizare a fost realizată așadar în două direcții. O primă 

direcție este dată de faptul că, în loc de funcții de mulțime necesare procesului 

de așa-zisă “măsurare”, am operat, mai general, cu multifuncții de mulțime. 

Cea de a doua direcție este dată de corelația pe care am făcut-o, plasând 

noțiunea de atom în cadrul unor teorii fizice și prezentând posibilele implicații, 

corelații și aplicații ale acestui concept matematic. De aceea, pentru expunerea 

logică a acestui capitol, a fost necesară la început o prezentare sintetică a unor 

concepte esențiale din teoria atomicității. Astfel, am inserat rezultate originale, 

exemple și contraexemple, interpretări din punct de vedere fizic și relații de 

legătură pentru diverse tipuri de atomi pentru (multi)funcții neaditive de 

mulțimi. Mai precis, am analizat dualitatea undă – corpuscul din perspectiva 

celor două scenarii, scenariul de tip Schrödinger multifractal și scenariul de tip 

Madelung multifractal, stabilind corelații între acestea. Conceptele și 

consecințele fundamentale ale teoriei matematice au permis explicitarea in 

extenso la sfârșitul capitolului a implicațiilor în studiul proceselor fizice, un rol 

esențial avându-l legătura cu conceptul de (multi)fractalitate, ceea ce ne-a 

permis, în final, să introducem și să prezentăm în finalul acestei teze unele 

proprietăți ale unor tipuri de atomicitate fractală. 
 

În Capitolul 3, pentru o expunere logică, a fost necesară o prezentare 

sintetică în Secțiunile 3.1 și 3.2 a unor concepte și consecințe fundamentale 

din teoria fractalilor și, mai general, a multifractalilor, din perspectiva teoriei 

măsurii. Aceste noțiuni teoretice sunt necesare dezvoltării considerațiilor din 

Secțiunea 3.3, referitoare la diverse tipuri de proceduri matematice 



operaționale în descrierile de dinamici, precum și a considerațiilor din 

Secțiunea 3.4, referitoare la unele consecințe ale nediferențiabilității pentru 

cazul dinamicilor pe varietăți multifractale. Considerațiile din acest capitol 

sunt absolut necesare pentru abordarea realizată în Capitolul 4 din perspectivă 

multifractală. 
 

Astfel, în Capitolul 4, după o primă parte introductivă, în Secțiunea 4.2. 

am expus diferite rezultate în ceea ce privește o teorie fractală a mișcării și am 

prezentat principalele consecințe ale nediferențiabilității. Ne-am referit la 

noțiuni precum cea de derivată covariantă de scară, geodezice fractale în 

reprezentarea de tip Schrödinger, respectiv în reprezentarea de tip 

hidrodinamic. Secțiunea 4.3. conține rezultate referitoare la modelul lui 

Barbilian de geometrie diferențială fractală. De asemenea, sunt expuse 

rezultate referitoare la probabilitățile generate prin intermediul mapărilor 

armonice. Din această perspectivă, am extins noțiuni din teoria atomicității, la 

teorii implicând atomicitate fractală și am prezentat unele proprietăți ale 

atomului minimal fractal. 
 

În cadrul prezentei teze de doctorat, am prezentat rezultate originale, 

concretizate în 18 lucrări, dintre care 14 lucrări sunt publicate și 4 sunt trimise 

spre publicare. În aceste lucrări, am operat cu noțiuni matematice și cu diverse 

concepte fizice, urmărind punerea în evidență, acolo unde este posibil, a 

legăturilor, implicațiilor și posibilelor corelații și aplicații ale conceptelor 

matematice în studiul dinamicilor sistemelor fizice.  

Menționăm faptul că, din punct de vedere matematic, elementele de 

noutate pe care le aducem în cadrul acestei teze se înscriu pe trei coordonate:  

1. Am generalizat unele concepte și proprietăți cu care se operează în cadrul 

teoriei măsurilor, trecând de la cazul univoc, al funcțiilor de mulțime, la cazul 

multivoc, al multifuncțiilor de mulțime; 

2.  Am realizat trecerea de la cazul aditiv, mult prea restrictiv, la cel neaditiv.  

 Aceste două demersuri au generat, în unele situații, o serie de dificultăți 

importante: Pe de o parte, trecerea la cazul multivoc implică, în anumite 

situații, folosirea relației de incluziune între mulțimi, relație care este doar 

parțială, și nu totală, așa cum se întâmplă în cazul univoc, în care se folosește 

relația de ordine. Pe de altă parte, renunțarea la condiția, foarte restrictivă de 

altfel, de aditivitate, necesită introducerea unor alte proprietăți, mai slabe; 

3. Conceptele și rezultatele teoriei matematice elaborate au fost absolut 

necesare pentru a pune în evidență implicațiile fizice, corelațiile și aplicațiile 

ale acestora în studiul unor procese fizice. 

 

 

 

 

 

 



Capitolul 1. Elemente de teoria măsurilor univoce și multivoce și 

aplicații ale acestora în procesele fizice 
 

În primele secțiuni ale acestui capitol, am amintit principalele noțiuni și 

rezultate fundamentale din teoria măsurii, necesare dezvoltării capitolelor 

următoare. Astfel, ne-am referit la anumite clase speciale de mulțimi, după 

care am amintit diverse tipuri de funcții de funcții neaditive de mulțime, pentru 

care am prezentat exemple, proprietăți și unele interpretări fizice. Secțiunea 

următoare este dedicată prezentării importanței studiului fenomenelor fizice în 

spații de mulțimi, în care un instrument deosebit de util, în special în probleme 

referitoare la (multi)fractalitate, este metrica Hausdorff-Pompeiu. Am amintit 

principalele proprietăți ale acestei metrici, și, în secțiunea următoare, am 

introdus unele tipuri de multifuncții neaditive de mulțime, pentru care am 

prezentat exemple, contraexemple, diverse relații de legătură și, de asemenea, 

corelații, implicații și interpretări din punct de vedere fizic. În penultimele 

două secțiuni ale acestui capitol, am prezentat unele aplicații ale teoriei 

(multi)funcțiilor neaditive de mulțime, în modelarea unor fenomene cuantice. 

În ultima secțiune, ne-am referit la conceptul de entropie informațională 

multifractală, ca element de conexiune între funcțiile neaditive de mulțime și 

multifuncțiile de mulțime. 

      Menționăm faptul că, din punct de vedere matematic, elementele de 

noutate pe care le aducem aici sunt următoarele, axate pe două mari direcții: pe 

de o parte am realizat generalizarea unor concepte și proprietăți cu care se 

operează în cadrul teoriei măsurilor, de la cazul univoc, al funcțiilor de 

mulțime, la cazul multivoc, al multifuncțiilor de mulțime, și, pe de altă parte, 

am realizat trecerea, în anumite situații, de la cazul aditiv, la cel neaditiv. 

Ambele direcții generează o serie de dificultăți importante. Pe de o parte, 

trecerea la cazul multivoc implică, în anumite situații, folosirea relației de 

incluziune între mulțimi, relație care este doar parțială, și nu totală, așa cum se 

întâmplă în cazul univoc, în care se folosește relația de ordine. Pe de altă parte, 

renunțarea la condiția, foarte restrictivă de altfel, de aditivitate, necesită 

introducerea unor alte proprietăți, mai slabe, cum ar fi de subaditivitate, nul-

aditivitate, nul-nul-aditivitate etc., cu care se operează, uneori, cu mai mare 

dificultate. Astfel, am prezentat diverse relații de legătură între unele tipuri de 

funcții și multifuncții neaditive de mulțime, punând în evidență în acest 

context exemple și contraexemple. De asemenea, am justificat din punct de 

vedere fizic necesitatea și proveniența acestor concepte și am stabilit posibile 

interpretări și aplicații ale acestora. 

 Conceptele și rezultatele teoriei matematice sunt prezentate, acolo unde 

este posibil, în corelație cu implicațiile fizice ale acestora, implicații care sunt 

explicitate in extenso în Secțiunile 1.5-1.7. 
 

Rezultatele originale prezentate în acest capitol sunt următoarele: 

I. Din punct de vedere matematic, am introdus unele tipuri de multifuncții 

neaditive de mulțime, pentru care am prezentat exemple, contraexemple, 



diverse relații de legătură, am stabilit proprietăți ale acestora, și, de asemenea, 

am pus în evidență corelații, implicații și interpretări din punct de vedere fizic.  

Amintim următoarele: 

Funcții de mulțime (cazul univoc) 

Definiția 1.2.7. Spunem că funcție de mulțime              este o 

măsură dacă: 

(i)    
 

   
      

 

   
                   cu  

 

   
    ,  

mulțimi două câte două disjuncte (condiție de numărabilă aditivitate sau 

  aditivitate) și 

(ii)      astfel ca         
O măsură trebuie să fie așadar aditivă, adică măsura unei mulțimi 

reprezentând reuniunea unui număr finit (sau numărabil) de mulțimi mai mici, 

și care sunt două câte două disjuncte, este egală cu suma măsurilor acestor 

submulțimi. Datorită necesității de a modela fenomene din lumea reală, în care 

condițiile de aditivitate (finită sau numărabilă), prezente ca proprietăți 

imediate ale unei măsuri, sunt mult prea restrictive, în ultimele decenii s-a 

dezvoltat o teorie a măsurilor neaditive (Pap [58-61]). Astfel, măsurile 

neaditive au fost utilizate pentru modelarea cu mai mare acuratețe a 

problemelor nedeterministe din mediul înconjurator. Proprietățile lor au fost 

aplicate în economie, teoria jocurilor, probabilități, științe ale informației, 

probleme de luare a deciziilor, etc. 

În cele ce urmează, fie   un inel de părți ale unei mulțimi abstracte, 

nevide  . Vom prezenta principalele tipuri de funcții neaditive de mulțime și 

care generalizează noțiunea de măsură în sens clasic: 

Definiția 1.2.8. (Precupanu [65]) O funcție de mulțime              este 

 -subaditivă (sau numărabil subaditivă) dacă 

   
 

   
      

 

   
                   cu  

 

   
    . 

        Fie o funcție de mulțime arbitrară           ce satisface 

condiția       .  

Definiția 1.2.9. (Pap [58-61]) Funcția de mulțime   se numește: 

(i) finit aditivă dacă                          cu      ; 

(ii) subaditivă dacă                 ,        (disjuncte sau nu); 

(iii) nul-aditivă dacă                   , cu         
(iv) nul-nul-aditivă dacă                , cu              
(v) difuză dacă         , ori de câte ori        
(vi) monotonă (sau fuzzy sau o capacitate) dacă          ,      , cu 

     
(vii) nul-monotonă dacă       , cu    , ori de câte ori       , 

atunci în mod necesar         
(viii) o submăsură (în sens Drewnowski [20]) dacă este monotonă și 

subaditivă; 

(ix) uniform autocontinuă dacă     ,           astfel încât 



       , cu       , avem                ; 

(x) descrescător autocontinuă dacă      și         astfel ca 

             , avem  

   
   

                  

(xi) semi-convexă dacă pentru orice    , cu         există     astfel 

ca     și      
 

 
    . 

Aplicații 1.2.11 (aplicații și interpretări fizice referitoare la aplicabilitatea 

măsurilor neaditive în descrierea unor procese fizice). Punem în evidență, 

în cele ce urmează, unele situații concrete care necesită folosirea măsurilor 

neaditive: După cum este cunoscut, măsurile monotone au o mare importanță 

în problemele de luare a deciziilor multicriteriale. Mai precis, dacă   
         , atunci, pentru o funcție de mulțime   definită pe     , pentru orice 

      ,      poate fi interpretată ca fiind gradul de importanță a 

combinației   de criterii sau, mai bine zis, capacitatea de a lua decizia fără 

criteriile rămase. În plus față de ponderile obișnuite pentru criteriile luate 

separat, sunt definite și ponderile pentru orice combinație de criterii. 

Monotonia înseamnă așadar faptul că, adăugarea unui element nou unei 

combinații nu poate scădea importanța acesteia, ci, dimpotrivă, aduce ceva în 

plus. 

Posibile implicații în fizică.  

(i) Fie spațiul                 , în care    reprezintă o particulă, pentru 

orice                                     masa particulei, o funcție de 

mulțime. Raportat la lumea macroscopică,   este o funcție finit aditivă de 

mulțime, dar acest fapt nu mai are loc la scară cuantică, din cauza prezenței 

fenomenelor de anihilare: dacă    reprezintă un electron, iar    un pozitron, 

atunci                             , dar                   
         
(ii) Entropia, binecunoscutul concept în fizică, în teoria informației și în teoria 

mulțimilor fuzzy, descrie gradul de incertitudine și fuzziness al mulțimilor 

fuzzy. Entropia, în diversele variante și accepțiuni ale sale (în sens Shannon, 

cuantică, Fisher, von Neumann, Rényi etc.) posedă proprietăți specifice 

funcțiilor neaditive de mulțime: monotonie, (tare) subaditivitate (Petz [62], 

Holevo [41], Audenaert [6]) etc.;  

(iii) În mecanica cuantică, principiul dualitatății undă-particulă afirmă că orice 

fermion (particulă de materie) și orice boson (particulă purtătoare de forță) 

sunt descrise de o funcție de undă, adică o funcție care variază în timp, dând 

particulelor densitatea de probabilitate în fiecare punct al spațiului. Aceste 

funcții de undă se comportă adesea ca și undele clasice, având difracție și 

proprietăți de interferență. Proprietatea de aditivitate a măsurilor nu mai 

rămâne valabilă atunci când apare fenomenul de interferență. Mai precis, 

interferența permite ca reuniunea a două mulțimi de măsură zero să aibă 

măsura diferită de zero. 

  



Multifuncții de mulțime (cazul multivoc)  

În cele ce urmează, se introduc următoarele noțiuni, pe baza cărora au fost 

obținute unele rezultate originale ale autorului.   desemnează o mulțime 

abstractă, nevidă,   un spațiu liniar real normat cu originea  ,       familia 

submulțimilor nevide ale lui          familia submulțimilor nevide, închise 

ale lui     iar             o multifuncție de mulțime satisfăcând condiția 

          
Pseudo-metrica Hausdorff-Pompeiu  : 

                                                                   
unde           

   
       reprezintă excesul lui   peste  , iar        

   
   

       este distanța de la punctul   la mulțimea   (în raport cu 

metrica   .              

Definiția 1.4.3. (Croitoru,...,Gavriluț [14]) O multifuncție de mulțime       
      satisfăcând condiția           se numește: 

(i) nul-aditivă dacă                   , cu           
(ii) nul-nul-aditivă dacă                  , cu                
(iii) monotonă (în raport cu operația de incluziune între mulțimi) dacă 

                , cu      
      nul-monotonă dacă       , cu    , ori de câte ori         , 
atunci în mod necesar           
(iv) o multisubmăsură dacă   este monotonă și 

                        (disjuncte sau nu); 

(v) o multimăsură dacă                          cu         
(vi) uniform autocontinuă dacă     ,           astfel încât       , 

cu         , avem                 ; 

(vii) descrescător autocontinuă dacă      și         astfel ca 

                 , avem  

   
   

                     

Observația 1.4.5. Noțiunile introduse în Definiția 1.4.3. generalizează la cazul 

multivoc al multifuncțiilor de mulțime, noțiunile corespunzătoare amintite în 

Definiția 1.2.9. 

Am pus în evidență legăturile posibile între diversele tipuri de multifuncții de 

mulțime, am prezentat exemple și contraexemple și am stabilit proprietăți ale 

acestora: 

Exemplele 1.4.11. I. Fie    ,        și             definită pentru 

orice     prin:  

      
                     ă

         ă           ă     ă 
   

         este uniform autocontinuă și nu este o multisubmăsură.  

II. Fie        ,        și              definită pentru orice     

prin:  



      

                   

   
 

 
                       

             

 ,  

         este nul-aditivă, dar nu este o multisubmăsură.  

III. Fie        ,     algebra boreliană pe  ,          măsura 

Lebesgue și                definită prin: 

           , unde         
 

 
     ,     . 

         nu este uniform autocontinuă.  

IV. Fie        ,        și              definită pentru orice     

prin: 

      

                  

                 
                       

  

        este nul-monotonă și nul-nul-aditivă, dar nu este o multisubmăsură, nu 

este nul-aditivă, nu este uniform autocontinuă și nici descrescător 

autocontinuă.  

V. Fie        ,        și              definită pentru orice      

prin: 

      
              
            

   

       este nul-monotonă, dar   nu este nul-nul-aditivă și nici nul-aditivă.  

VI. Fie        ,        și              definită pentru orice      

prin: 

      

                          

            
                 

  

       este nul-nul-aditivă, dar nu este nul-monotonă.  

VII. Fie        ,        și              definită pentru orice 

     prin: 

        ,         dacă        ,  

               dacă   este mărginită, cu         și  

          , dacă A este nemărginită. 

       (     reprezintă diametrul lui  ).  

         este nul-aditivă, dar nu este descrescător autocontinuă.  

Propoziția 1.4.15. (Relații de legătură între diferite tipuri de multifuncții 

neaditive de mulțime) Fie             o multifuncție de mulțime, cu 

        . Au loc următoarele afirmații: 

(i) Dacă   este monotonă, atunci este, de asemenea, nul-monotonă; 

(ii) Dacă   este o multimăsură monotonă, atunci   este o multisubmăsură; 

(iii) Dacă   este o multisubmăsură, atunci   este nul-aditivă; 

(iv) Dacă   este nul-aditivă, atunci   este nul-nul-aditivă și nul-monotonă; 



(v) Dacă   este o multisubmăsură, atunci   este uniform autocontinuă; 

(vi) Dacă   este uniform autocontinuă, atunci   este descrescător autocontinuă 

și nul-nul-aditivă; 

(vii) Să presupunem că             și că   este descrescător autocontinuă. 

Atunci   este nul-aditivă. 

 
Figura 1.1. Legături între diferite tipuri de multifuncții neaditive de 

mulțime 
 

II. Din punct de vedere al implicațiilor în fizică, identificăm următoarele: 

1. Implicații în fizică pe baza funcțiilor neaditive de mulțime: 

1.1. Masa  , ca funcție finit aditivă de mulțime la scară macroscopică și 

pierderea acestei calități la scară microscopică; 

1.2.  Entropia, în diversele sale accepțiuni (în sens Shannon, în sens Fisher, în 

sens von Neumann, în sens Rényi etc.), ca funcție cu proprietăți specifice 

funcțiilor neaditive de mulțime (monotonie, subaditivitate etc.); 

1.3.  În Mecanica Cuantică, proprietatea de aditivitate a măsurilor se respectă 

atâta timp cât funcțiile de undă de Broglie asociate microparticulelor (fie ele 

bosoni, fie ele fermioni) nu interferă. Această proprietate dispare însă în cazul 

interferenței acestor funcții de undă (în prezentul context, interferența permite 

ca reuniunea a două mulțimi de măsură nulă să aibă măsura nenulă); 

1.4.  Utilizarea teoriei măsurilor neaditive în modelarea unor fenomene 

cuantice, precum absența interferenței cuantice și corespondența cu conceptul 

de mulțime macroscopică, interpretarea unui tip special de funcții neaditive de 

mulțime (măsura egal-nulă), în corespondență cu interferența cuantică, 

coerență și decoerență prin experimente de tip Young, pe baza măsurilor 

cuantice (numite în teză  -măsuri). 

2. Implicații în fizică pe baza multifuncțiilor de mulțime: 

2.1.  Utilizarea multifuncțiilor de mulțime cu valori interval în procesarea 

sunetelor și a imaginilor: 



Mai precis, în acest caz, unei imagini digitale i se poate aplica această 

reprezentare după cum urmează: fiecărui pixel (sau unei mulțimi de pixeli) al 

imaginii i se asociază un interval care măsoară eroarea de rotunjire și care este 

cea comisă la detectarea semnalului. Această eroare se datorează toleranțelor și 

limitelor în ceea ce privește precizia de calcul a instrumentelor prin care 

efectuăm măsurătorile.  În acest sens, dacă          este matricea asociată 

unei imagini statice, de tip a × b, la scară de gri, putem considera spațiul 

                . În consecință, putem defini multifuncția de mulțime 

  cu valori interval, definită pe   și corespunzătoare matricii  , dată prin: 

                          
2.2.  Utilizarea distanței Hausdorff-Pompeiu în numeroase aplicații bazate pe 

recunoașterea tiparelor (recunoaștere facială, detectarea pietonilor printr-o 

aplicație de supraveghere video, recunoașterea irisului, potrivirile amprentelor 

palmare, detectarea și identificarea ventriculilor creierului, procese de învățare 

etc.); 

2.3.  Definirea multifractalului în sens matematic, utilizând noțiunea de 

multifuncție de mulțime; 

3. Implicații în fizică pe baza superpoziției dintre funcțiile neaditive de 

mulțime și multifuncțiile de mulțime: 

3.1.  Definirea unei entropii informaționale multifractale în sens Shannon, ca 

element de conexiune între funcții neaditive de mulțime și multifuncții. Mai 

precis, această entropie informațională operează simultan pe două varietăți 

multifractale, cea a coordonatelor poziție-impuls, și cea a rezoluțiilor de scară; 

3.2.  Maximizarea entropiei informaționale multifractale, prin acceptarea 

funcționalității unui principiu variațional multifractal, pentru care se specifică 

mediile și abaterile standard multifractale sau, echivalent, varianțele 

multifractale au ca finalitate forme pătratice multifractale; 

3.3.  Formele pătratice multifractale sunt invariante în raport cu grupuri Lie 

SL(    multifractale (grupuri Lie SL(    multifractale ale coordonatei 

poziție-impuls), ale căror funcții multifractale invariante pot juca rolul de 

hamiltoniene multifractale, considerate generatori ai mișcării; 

3.4.  Tot printre funcțiile multifractale invariante în raport cu grupurile Lie 

SL(    multifractale, se află și densitățile de repartiție gaussiene 

multifractale, caz în care coeficienții formelor pătratice multifractale pot primi 

semnificații statistice. Acest fapt legiferează ideea că densitățile de 

probabilitate multifractale trebuie să fie și integrale multifractale ale mișcării; 

3.5.  Clasa tuturor ipotezelor statistice, la orice rezoluție de scară, marcată prin 

invarianța formelor pătratice multifractale, implică invarianța acestora în 

raport cu grupuri Lie SL(    multifractale - grupuri Lie SL(    multifractale 

ale coeficienților formelor pătratice multifractale. Funcțiile multifractale 

invariante în raport cu aceste grupuri se identifică cu varietățile de 

tranzitivitate ale acestor grupuri; 

3.6.  Clasele de ipoteze statistice specifice gaussienelor multifractale de 

aceeași medie sunt caracterizate de proprietatea că discriminanții formelor 



pătratice multifractale trebuie să fie reductibili la constante multifractale, adică 

la varietățile de tranzitivitate ale grupurilor Lie SL(    multifractale ale 

coeficienților formelor pătratice multifractale; 

3.7.  Întrucât la orice scară de rezoluție, grupul SL(    al coordonatei poziție-

impuls și grupul SL(    al coeficienților formei pătratice sunt izomorfe, 

atunci teoria generală a familiilor parametrice de varietăți invariante devine 

operațională și permite obținerea acestor familii ca soluții ale ecuațiilor lui 

Stoka. Aplicând această teorie în cazul unui ansamblu de oscilatori de tip 

Planck, se stabilește o corelație nu numai între gradul de multifractalitate și 

varietățile de tranzitivitate ale grupului în cadrul unei relații de incertitudine 

multifractală, ci și o conexiune cu un caz cuantic referitor la stările coerente, 

stări fundamentale în descrierea procesului de măsură. 

 

Capitolul 2. Tipuri de atomi. Aplicații și corelații cu unele procese 

fizice 
 

La începutul acestui capitol, am trecut în revistă principalele rezultate în 

domeniu, inserând rezultatele originale ale autorului, atât din punct de vedere 

matematic, cât și din punct de vedere fizic. Pe parcursul întregii prezentări a 

subiectului, am evidențiat, pe cât posibil, după noțiunile și conceptele 

introduse sau teoremele demonstrate, interpretările fizice ale acestora, sub 

titulatura generală Posibile interpretări fizice. Mai precis, la început a fost 

necesară o prezentare sintetică a unor concepte esențiale din teoria atomicității.     

Astfel, am inserat rezultate originale ale autorului, exemple și contraexemple, 

interpretări din punct de vedere fizic și relații de legătură pentru diverse tipuri 

de atomi pentru (multi)funcții neaditive de mulțimi. Conceptele și consecințele 

fundamentale ale teoriei matematice au permis explicitarea in extenso la 

sfârșitul capitolului a implicațiilor în studiul proceselor fizice, un rol esențial 

avându-l legătura cu conceptul de (multi)fractalitate. 
 

Rezultatele originale prezentate în acest capitol sunt următoarele: 

Din punct de vedere matematic: 

Cuvântul atom, provenind din greaca veche, înseamnă, la origine, indivizibil. 

În chimie și fizică, teoria atomică afirmă că materia este compusă din unități 

discrete, numite atomi. Întrucât de fapt atomii sunt la rândul lor divizibili, a 

fost introdus ulterior termenul de particule elementare, pentru a descrie acele 

părți indivizibile, deși nu indestructibile, ale unui atom. În accepțiunea sa 

matematică, un atom posedă proprietatea de a fi o unitate esențială, 

indestructibilă, indivizibilă, ireductibilă, minimală și autosimilară. 
 

I. Noțiunea de atom a fost introdusă în literatură mai întâi în cazul 

univoc.  

2.2. Tipuri de atomi ai unei funcții de mulțime. Exemple. Aplicații în fizică 



Prezentăm succint noțiunea, însoțită de posibilele interpretări fizice pe care le-

am obținut. Fie   un inel de părți ale unei mulțimi abstracte, nevide   și 

        o funcție arbitrară de mulțime, ce satisface condiția       .  

Definiția 2.2.1. (Mesiar et al. [24], Ouyang et al. [25], Li et al. [21, 22])  

I. O mulțime     se numește: 

(i) atom al lui   dacă        și pentru orice         avem fie 

        fie           
(ii) pseudo-atom al lui   dacă        și pentru orice         avem 

fie         fie          ;   
(iii) atom minimal al lui   dacă        și pentru orice         avem 

fie         fie      
II. Spunem că   este: 

(i) finit pur atomică dacă     
 
     , unde mulțimile     ,       sunt 

atomi disjuncți doi cât doi ai lui   (spațiul   se poate reprezenta ca o reuniune 

finită de atomi ai lui      
     pur atomică dacă spațiul   se poate reprezenta ca o reuniune cel mult 

numărabilă de atomi ai lui  . 

(ii) non-atomică dacă nu are atomi, adică, pentru orice mulțime     cu 

      , există         astfel ca        și         . 

(iii) non-pseudo-atomică dacă nu are pseudo-atomi, adică, pentru orice 

mulțime     cu       , există         astfel ca        și 

         . 
Observațiile 2.2.2. I. Orice mulțime formată dintr-un singur element, de 

“măsură” strict pozitivă și care aparține lui   este, în egală măsură, atom, 

pseudo-atom și atom minimal în raport cu “măsura” respectivă.  

II. (Pap [26-30]) Dacă   este finit aditivă (sau, mai general,   este o măsură 

în sens clasic), atunci noțiunile de atom și de pseudo-atom coincid. Vom 

prezenta în secțiunea următoare o generalizare a acestui rezultat (Propozițiile 

2.3.10 și 2.3.11). 

Posibile interpretări și aplicații în fizică.  

I. (i) Un atom este, așadar, o mulțime având măsură strict pozitivă, astfel încât 

orice submulțime a sa fie are măsura nulă, fie mulțimea reprezentând diferența 

dintre mulțimea inițială (atomul) și submulțimea la care ne raportăm, are 

măsura nulă. O posibilă interpretare fizică a acestui fapt este că un atom poate 

fi considerat un corespondent al unei găuri negre sau al unei singularități. 

(ii) Un pseudo-atom este așadar o mulțime având măsura strict pozitivă, astfel 

încât orice submulțime a sa fie are măsura nulă, fie are aceeași măsură ca 

mulțimea însăși (pseudo-atomul). În consecință, un pseudo-atom are 

proprietatea că orice submulțime a sa fie este de măsură nulă, deci în timpul 

procesului de măsurare poate fi neglijat, fie acoperă în totalitate mulțimea.  

(iii) Măsura Dirac (masa unitate) ( -măsura) (notată     concentrată într-un 

punct arbitrar, fixat,   al unei mulțimi oarecare    este o măsură în sens clasic, 

pur-atomică (Kadets [18]).    se definește astfel: dacă   este o  -algebră de 



părți ale lui  , atunci        
     
     

        Constatăm imediat că   este 

atom al lui    (          și       are loc         sau         
   după cum     sau       În raport cu măsura Dirac     atomul   (spațiul 

neredus la un punct) este echivalent cu mulțimea punctuală        . Într-

adevăr,            (Kadets [18]), ceea ce înseamnă că, în raport cu măsura 

Dirac, spațiul “colapseaz  ” într-un singur punct. 

II. Posibilă interpretare fizică a unui atom/pseudo-atom/atom minimal: când se 

produce colapsarea, partea neglijabilă corespunde corpusculului, în timp ce 

partea care acoperă întreaga mulțime (mai precis, atomul) corespunde undei. 

În acest fel, rezultă o dominație absolută a unuia asupra celuilalt, deci un atom 

poate fi considerat ca fiind “podul elementar”, care include toate proprietățile 

“materiei” (în forma corpusculului și a undei) din care provine. Mai precis, în 

opinia noastră, discutăm aici despre un pod de tip Einstein-Podolsky-Rosen 

(EPR) (Susskind [33, 34]), în care corpuscul și unda sunt conectate și pot fi 

interpretate ca stări aflate în entanglement maxim ale aceluiași “obiect fizic”. 

De fapt, atomii (în toate variantele lor) ar putea fi considerați ca singularități 

ale metricii spațiu-materie. Vom relua și detalia aceste considerații în 

Secțiunea 2.4. 

Teorema 2.2.14. (Pap [30]) Presupunem că          este o funcție de 

mulțime monotonă, nul-aditivă și regulată. Dacă     este un atom al lui m, 

atunci există un unic punct     astfel ca            

(și, în consecință,            ).  
Posibile aplicații în fizică. Din teorema anterioară, deducem următoarea 

posibilă interpretare fizică: În ipoteza în care o funcție de mulțime        

este monotonă, nul-aditivă și regulată (aceasta însemnând, grosier vorbind, că 

putem, prin intermediul său, să aproximăm mulțimi despre care avem puține 

informații, cu mulțimi despre care avem mai multe informații), atunci pentru 

orice atom al său   (în ipoteza că acesta există), există un element     așa 

încât             (ceea ce înseamnă că “măsura” atomului este egală cu 

măsura fiecărui “punct” pe care acesta îl conține, ceea ce reflectă viziunea 

holografică, conform căreia informația este concentrată în fiecare dintre 

punctele (elementele) sale, ceea ce conduce la caracterul fractal). 
 

II. Noțiunea de atom a fost extinsă la cazul multivoc.  

Tipuri de atomi ai unei multifuncții de mulțime: Atomi, pseudo-atomi și 

atomi minimali 
 Am prezentat diverse tipuri de atomi, am stabilit unele legături între 

aceste tipuri, am dat numeroase exemple și contraexemple în acest sens și am 

pus în evidență proprietățile remarcabile pe care le posedă diversele tipuri de 

atomi. De asemenea, am prezentat posibile semnificații, implicații, corelații și 

aplicații în fizică. 

Noțiunile de atom, pseudo-atom și atom minimal, prezentate în cazul univoc în 

Secțiunea 2.2, în raport cu o funcție de mulțime    pot fi generalizate la cazul 



multivoc, în raport cu o multifuncție de mulțime. Fie deci o multifuncție de 

mulțime          , satisfăcând condiția                   

Definiția 2.3.1. O mulțime     se spune că este un atom al 

lui   dacă          și pentru orice mulțime    , cu    , are loc fie 

          fie              
Definiția 2.3.2.   se spune că este non-atomică dacă nu are atomi, adică, 

pentru orice mulțime     cu         , există         astfel ca 

         și            .  
Observația 2.3.3. Dacă   este monotonă, atunci este non-atomică dacă și 

numai dacă pentru orice mulțime     cu         , există       
  astfel ca          și            .  
Definiția 2.3.4. O mulțime     se spune că este un pseudo-atom al lui   

dacă        și pentru orice    , cu     avem fie      
      fie          .  
Definiția 2.3.5.   se spune că este non-pseudo-atomică dacă nu are pseudo-

atomi, adică, pentru orice mulțime     cu         , există       
  astfel ca          și          .  
Observația 2.3.6. Dacă   este monotonă, atunci   este non-pseudo-atomică 

dacă și numai dacă pentru orice mulțime     cu         , există   
      astfel ca          și          .   
Exemplul 2.3.8. Considerăm mulțimea                și definim 

                astfel:                     . 
Atunci                  mulțimea     este un atom al lui  .  

Exemplele 2.3.9. În general, nu există legături între noțiunea de atom și 

noțiunea de pseudo-atom:  

I.  Fie          , unde       sunt două elemente distincte arbitrare și fie 

                 definită prin: 

           

              

        dacă       

      dacă        sau     

  

  este atom și nu este pseudo-atom pentru     
II. Fie           și fie                definită pentru orice         
prin 

      
            
               

   

Fie        .   nu este atom al lui  , dar   este pseudo-atom al lui  .  

III. Fie         și fie                  definită pentru orice      prin 

      

                      

                
                     

  

  nu este pseudo-atom al lui  , dar   este atom al lui  .  

Pentru anumite tipuri speciale de multifuncții de mulțime, se pot stabili unele 

legături între atomi și pseudo-atomi: 



Propoziția 2.3.10. Dacă            este nul-aditivă, iar     este un atom 

oarecare al lui    atunci   este și pseudo-atom al lui  . 

Reciproc, 

Propoziția 2.3.11. Fie            o multimăsură, ce are forma particulară 

                  , unde        este o funcție finit aditivă de 

mulțime. Dacă      este un pseudo-atom al lui  , atunci    este și atom al 

său. 

Observația 2.3.12. Dacă   are forma particulară de mai sus, dar nu este o 

multimăsură, atunci pot exista pseudo-atomi ai săi care să nu fie atomi: 

Exemplul 2.3.13. Fie            o mulțime abstractă, unde       sunt 

elemente distincte arbitrare și                   definită prin: 

           
              
      dacă     

  

  este nul-aditivă, dar, nu este o multimăsură.           este un pseudo-

atom al lui  , dar            nu este atom al lui     
Exemplele 2.3.14. I. Fie                  și                 

definită pentru orice       , prin 

      
            

 

 
              

  , unde 
 

 
   

 

 
        

     este o multisubmăsură.  

1. Dacă    , cu         și       sau dacă                
  , atunci   este atom al lui   (și, de asemenea, pseudo-atom al lui  ).  

2. Dacă    , cu         și dacă există       astfel ca     și 

      atunci   nu este pseudo-atom al lui   (și nici atom al lui  ).  

II. Fie               , definită pentru orice         prin  

      
                      

                                           
 . 

  este monotonă și non-pseudo-atomică. 

Atât noțiunea de atom, cât și cea de pseudo-atom satisfac proprietatea de auto-

similaritate, adică orice parte reflectă întregul. După cum se știe, această 

proprietate este caracteristică fractalilor. 

Propoziția 2.3.17. Fie           , cu         . 
(i) Dacă   este nul-monotonă     este un atom al lui    iar    ,     

este astfel încât          , atunci   este, de asemenea, atom al lui   și, mai 

mult,              
(ii) Dacă     este un pseudo-atom al lui    iar     satisface și      
    , atunci   este, de asemenea, pseudo-atom al lui   și, mai mult,      
    . 
(ceea ce înseamnă că mulțimile   și   se identifică din punct de vedere al 

măsurii  ). 

Definiția 2.3.29. (Gavriluț et al. [13]) O mulțime     se spune că este un 

atom minimal al lui   dacă           și pentru orice    ,     avem fie 

           fie      



Posibilă aplicație în fizică. Orice submulțime a unui atom minimal fie este de 

măsură nulă (ceea ce înseamnă că poate fi neglijată în timpul procesului de 

măsurare), fie se suprapune în totalitate peste mulțime (atom).  

Observația 2.3.30. I. Terminologia nu este întâmplătoare: Astfel, dacă     

este un atom minimal al lui  , atunci pentru   nu poate exista un alt atom 

minimal      încât       Într-adevăr, să presupunem, prin reducere la 

absurd, că există un alt atom minimal      încât     . Deoarece    este 

atom minimal, avem           și, întrucât       obținem că     , ceea ce 

este fals. 

II. Orice mulțime formată dintr-un singur element, fie aceasta       , astfel 

ca               este atom minimal pentru  .  

Propoziția 2.3.31. Orice atom minimal este atom și pseudo-atom. 

Exemplul 2.3.32. I. Fie             o mulțime oarecare și fie multifuncția 

de mulțime                   definită pentru orice     prin: 

      

              

              
              

  

Orice mulțime formată dintr-un singur element este atom minimal pentru  . 

II. Dacă             și  

                     

 
 

 
            
                                  
                      

                  

   

atunci       și       sunt atomi minimal ai lui    
 III. Fie             și 

                      

            
                

             

  

Orice mulțime formată dintr-un singur element este atom minimal al lui  .  

În general, nu există legătură între noțiunea de atom/pseudo-atom și cea de 

atom minimal: 

Exemplele 2.3.33. I. Fie         o mulțime oarecare și          
         definită pentru orice      prin: 

      
                 sau    
      în caz contrar 

  

  este atom al lui  , este pseudo-atom al lui   dar nu este atom minimal al lui 

   
II. Fie             o mulțime oarecare și fie multifuncția de 

mulțime                  definită pentru orice     prin: 

     

 
 

 
              

       dac             sau           sau          

        dacă         sau        

      în caz contrar.

  



      și       sunt atomi minimali ai lui     
Propoziția 2.3.35. Dacă            este nul-nul-aditivă și dacă       

sunt doi atomi minimali diferiți ai lui  , atunci        
Propoziția 2.3.36. Dacă     este atom minimal, iar            este nul-

nul-aditivă, atunci mulțimea   nu poate fi partiționată în mulțimi din   

(aceasta înseamnă că atomii minimali sunt nepartiționabili (nedecompozabili)).  

Reciproc, 

Propoziția 2.3.37. Orice atom nepartiționabil     este atom minimal.  

Consecința 2.3.38. Un atom este minimal dacă și numai dacă este 

nepartiționabil (nedecompozabil) (în raport cu o multifuncție nul-nul-aditivă 

de mulțime).  

Propoziția 2.3.39. Dacă mulțimea   este finită, iar     satisface condiția 

          atunci există          care este atom minimal al lui  . 

Mai mult, dacă   este un atom al lui   iar   este nul-aditivă, atunci      
    , iar mulțimea   este unică. 

Posibilă aplicație în fizică. În continuare, punem în evidență faptul că, din 

punct de vedere al măsurătorii, atomii minimali sunt singurii care contează: 

Propoziția 2.3.40. Dacă mulțimea   este finită,   este nul-aditivă, iar 

                este familia tuturor atomilor minimali diferiți conținuți într-o 

mulțime     cu proprietatea că          , atunci         
 

   
   , 

ceea ce înseamnă că mulțimea   se identifică, din punct de vedere al măsurii 

 , cu reuniunea tuturor atomilor minimali diferiți pe care îi conține. 

Sintetizăm legăturile care pot fi puse în evidență între atomi, pseudo-atomi și 

atomi minimali: 

Consecința 2.3.42. (i) Orice atom minimal este atom și pseudo-atom; 

(ii) Dacă   este nul-aditivă, atunci orice atom al lui   este, de asemenea, 

pseudo-atom; 

       (iii) Mai mult, dacă   este o multimăsură de o formă particulară (vezi 

Propoziția 2.3.11), atunci este valabilă și reciproca afirmației (ii), deci orice 

pseudo-atom este atom. Prin urmare, în această situație, deci pentru o 

multimăsură de forma particulară din Propoziția 2.3.11, o mulțime este atom 

dacă și numai dacă este pseudo-atom. 

 
Figura 2.2. Relații de legătură între tipurile de atomi 



Având în vedere cele două instanțe în care au fost definite tipurile de 

atomi, și anume, tipuri de atomi ai unei funcții de mulțime, respectiv, tipuri de 

atomi ai unei multifuncții de mulțime, următoarele interpretări fizice sunt 

posibile: 

1. Interpretări fizice ale tipurilor de atomi ale unei funcții de mulțime: 

1.1.  Atomul poate fi asimilat unui pod de tip Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) 

(Susskind [32, 33]), în care corpusculul și unda sunt conectate și pot fi 

interpretate ca stări aflate în entanglement (“amestec”) maxim al aceluiași 

“obiect fizic”: când are loc colapsarea, partea neglijabilă corespunde 

corpusculului, în timp ce partea care acoperă întreaga mulțime (mai precis, 

atomul), corespunde undei. Rezultă o condiționare reciprocă undă-corpuscul, 

atomul fiind considerat “podul elementar” (evident, în sens Susskind) care 

include toate proprietățile “materiei” (atât în forma corpusculului, cât și a 

undei) din care provine; 

1.2.  Atomii (în toate variantele lor) ar putea fi considerați ca singularități ale 

oricărei metrici spațiu-materie; 

1.3.  În raport cu măsura Dirac     atomul (spațiul neredus la un punct) este 

echivalent cu o mulțime punctuală, ceea ce înseamnă că, în raport cu măsura 

mai sus amintită, spațiul “colapsează” într-un singur punct; 

1.4.  Ca aplicație a unei funcții de mulțime care este monotonă, nul-aditivă și 

regulată, am pus în evidență faptul că “măsura” unui atom coincide cu măsura 

fiecărui “punct” pe care acesta îl conține, ceea ce reflectă viziunea holografică, 

conform căreia informația este concentrată în fiecare dintre punctele sale, ceea 

ce implică caracterul fractal; 

2. Interpretări fizice ale tipurilor de atomi ale unei multifuncții de mulțime: 

2.1.  Atomul poate fi considerat un corespondent al unei găuri negre sau al 

unei singularități; 

2.2.  Un pseudo-atom are proprietatea că orice submulțime a sa fie este de 

măsură nulă (deci poate fi neglijat în timpul procesului de măsurare), fie 

acoperă în totalitate mulțimea; 

2.3.  Atomul minimal posedă proprietatea de indivizibilitate 

(nedecompozabilitate), situație în care orice submulțime a unui atom minimal 

fie este de măsură nulă (ceea ce înseamnă că poate fi neglijată în timpul 

procesului de măsurare), fie se suprapune peste mulțime (adică atomul 

minimal). Într-o astfel de conjectură, noțiunea de atom minimal poate fi pus în 

corespondență cu conceptul de particulă elementară; 

3. Interpretări fizice ale tipurilor de atomi definite atât prin intermediul unei 

funcții de mulțime, cât și prin intermediul unei multifuncții de mulțime: 

3.1.  Dinamicile “obiectului fizic” undă-corpuscul pot fi descrise în Teoria 

Relativității de Scară atât prin scenariul de tip Schrödinger (adică prin ecuația 

diferențială Schrödinger multifractală), cât și prin scenariul de tip Madelung 

multifractal (adică prin sistemul de ecuații diferențiale ale hidrodinamicii 

multifractale). Cele două scenarii nu se exclud, ci, dimpotrivă, sunt 

complementare: 



Este cunoscut faptul că dinamicile sistemelor complexe în Teoria Relativității 

de Scară (TRS) pot fi descrise fie prin scenariul de tip Schrödinger multifractal 

explicitat prin ecuația diferențială 

                            
 

 

    
   

   
         

 
 

    
   

                           (2.1) 

fie prin scenariul de tip Madelung multifractal explicitat prin sistemul de 

ecuații diferențiale 

                          
       

                                               (2.2) 
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unde      
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                                                                      (2.6) 

În relațiile de mai sus,   este funcția de stare,    este conjugata complexă a lui 

      este viteza diferențială și independentă de scara de rezoluție   ,    este 

viteza nediferențială și dependentă de scara de rezoluție,   este potențialul 

multifractal specific,    este amplitudinea lui      este faza lui       este 

coordonata spațială multifractală,   este coordonata temporală nemultifractală 

cu rol de parametru afin al curbelor de mișcare (menționăm faptul că în TRS, 

dinamicile entităților oricărui sistem complex sunt descrise prin curbe continue 

și nediferențiabile – curbe multifractale),   este un parametru asociat tranziției 

de scară multifractal – nemultifractal,      este spectrul de singularitate cu 

indice de singularitate de ordin         și    este dimensiunea fractală a 

curbelor de mișcare;  

3.2.  În scenariul de tip Schrödinger multifractal, invarianța ecuației 

diferențiale Schrödinger unidimensionale în raport cu transformările 

omografice ale variabilei timp oferă, pe baza setului de matrici     de 

elemente reale variabile, o descriere a dinamicilor undă-corpuscul pe baza 

relațiilor dintre matricile reprezentative; 

3.3.  Întrucât orice matrice de tipul     poate fi scrisă ca o combinație 

liniară cu coeficienți reali, ce implică două metrici speciale și anume, matricea 

unitate și matricea de urmă nulă, atunci orice descriere a dinamicilor undă-

corpuscul permite o descriere explicită a acestora, printr-o geometrie metrică a 

spațiului; 

3.4.  În particular, se propune metrica Cartan-Killing a algebrei SL(2   a 

acestor matrici: 

Discutăm aici, în cazul dinamicilor unidimensionale, de o realizare a grupului 

Lie SL(2   prin acțiunea următoare (Mazilu și Agop [22]): 

    
    

    
    

 

    
    (2.7) unde         sunt elemente reale.  



Dintr-o astfel de perspectivă, descrierea dinamicilor undă – corpuscul se 

dovedește reductibilă prin setul de matrici                
  
  

   (2.8)                              

de elemente reale variabile, la relațiile dintre matricile reprezentative. 

 Reamintim faptul că orice matrice de tipul (2.8) poate fi scrisă ca o 

combinație liniară cu coeficienți reali ce implică două matrici speciale, anume 

matricea unitate    și o matrice de urmă nulă    (de la involuție), adică relația  

                                                                                       (2.9) 

Involuția    are următoarele proprietăți: 

(i) Pătratul său este multiplu de   ; 

(ii) Punctele fixe ale acțiunii sale omografice sunt cele ale matricii     
În (2.9), avem libertatea de a alege o parametrizare în care pătratul lui    să fie 

chiar matricea unitate până la un semn. În acest caz, putem exprima elementele 

lui    numai prin doi parametri ce reprezintă direcțiile asimptotice ale lui     
În cazul direcțiilor asimptotice complexe (fie ele      , reprezentarea 

lui    prin direcțiile asimptotice este o “reprezentare sferică’’, care în condițiile 

satisfacerii restricțiilor (i) și (ii), ia forma: 

                        
 

 
         

  
                                    (2.10) 

Acum, o astfel de reprezentare a dinamicilor undă - corpuscul permite o 

descriere diferențială explicită a acestora, printr-o geometrie metrică, exact ca 

descrierea metrică a spațiului (mai precis, o geometrie de tip hiperbolic). Într-

adevăr, reprezentarea dinamicilor undă – corpuscul prin matrici     conduce 

la o metrică naturală a spațiului matricilor, de exemplu, metrica Cartan-Killing 

a algebrei SL(2   a acestor matrici.  

Covectorii de bază ai unei astfel de geometrii sunt dați, în cazul cel mai 

general al unei matrici de tipul (2.8), prin   formele diferențiale: 

         
       

 
     

       

 
    

       

 
                     (2.11) 

În parametrizarea dată în (2.9) și (2.10),   formele (2.11) devin 

     
 

 
        

  

  
         

  

  
  

    
 

 
         

       

  
          

       

  
 

   
     

 
        

               

  
         

               

  
        

(2.12) 

unde        
 

 
                                (2.13) 

În raport cu acești covectori, metrica este dată de forma pătratică  

                      
  

 
            

       

  
                     (2.14) 

3.5.  Într-o astfel de perspectivă, corelarea dinamicilor undă-corpuscul este 

delegată unei aplicații armonice, de la spațiul undei, la cel al corpusculului. 

Atunci, explicit, se obține o ecuație sinus-Gordon multifractală, a cărei soluție 



conduce la funcția eliptică    a lui Jacobi, prin ale cărei degenerări în perioadă 

rezultă dominanța fie a caraterului ondulatoriu, fie a celui corpuscular: 

Într-un astfel de cadru, corelarea dinamicilor undă – corpuscul (ca moduri de 

manifestare a oricărui sistem complex) este delegată aplicației armonice de la 

spațiul asociat undei, la spațiul asociat corpusculului       . Considerăm 

așadar funcționala principiului aplicației armonice 

                 
 

 
            

   

   
   

   
                                    (2.15) 

unde     este metrica asociată spațiului undei, iar     este metrica spațiului 

asociat corpusculului.  

Anularea variației:                  (2.16)    pentru 

           
   

   
   

   
             

     

 
                          (2.17) 

conduce la ecuațiile de tip Euler 

              
           

  
     

  

  
      

  

  
  

           

  
    

(2.18) 

unde   definește gradientul. Ultimele două relații din (2.18) reprezintă o 

aplicație armonică de la spațiul Euclidian la planul hiperbolic (sau planul 

Lobachewski), în reprezentarea Beltrami-Poincaré.  

                           
  

  
                                                  (2.24) 

unde   este o constantă de integrare pe care o presupunem reală. Așadar,   

este integrala eliptică de speța I 

                                    
  

            

 

 
                         (2.25) 

de modul     
  

    
,                                                                            (2.26) 

așa încât   este o funcție eliptică în  , de forma 

                                                                      (2.27) 

unde    este funcția eliptică a lui Jacobi, de modul   (Lang [19]). 

Relația (2.27) admite degenerări în    fie pentru      situație în care aceasta 

se reduce la 

                                                                     (2.28) 

specificând dominanța caracterului ondulatoriu, fie pentru      situație în 

care se reduce la 

                                                                     (2.29) 

specificând dominanța caracterului corpuscular. 

3.6.  Prin coerența în fază undă-corpuscul, metrica spațiului se reduce la cea a 

lui Poincaré, caz în care, în acord cu principiul lui Ernst de generare a 

metricilor axial simetrice din Relativitatea Generală, rolul de “pod” în sens 

Susskind între undă și corpuscul este mimat de câmpul gravitațional: 

Pentru         
 

 
, relația (2.14) se dovedește reductibilă la metrica 

spațiului hiperbolic       
       

  
                                               (2.30) 

sau încă, în variabilă complexă                       (2.31)                                   



la metrica       
     

       
                                                    (2.32) 

O astfel de metrică poate permite, în acord cu Principiul lui Ernst (Ernst [8-

10]) de generare a metricilor din cadrul Teoriei Generale a Relativității, 

funcționalitatea unui cîmp gravitațional cu simetrie axială cu rol de “pod” între 

undă și corpuscul în sensul lui Susskind. 

3.7.  În scenariul de tip Madelung multifractal, dinamicile undă-corpuscul sunt 

descrise de sistemul de ecuații diferențiale al hidrodinamicii multifractale: 

Descrierea dinamicilor undă-corpuscul printr-un scenariu de tip Madelung 

multifractal implică rezolvarea sistemului de ecuații al hidrodinamicii 

multifractale (2.2)-(2.4). Sistemul fiind puternic neliniar, el nu poate admite 

soluții analitice decât în cazuri cu totul particulare (simetrii adecvate, condiții 

inițiale și pe frontieră speciale etc.). Un astfel de caz este cel al dinamicilor 

unidimensionale din (2.2)-(2.4), adică 

                        
 

 

    
   

   
     

  
                          (2.33) 

                                                                                 (2.34) 

supuse condiției inițiale 
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și cele pe frontieră 

                                                           (2.36)                  

ceea ce conduce la soluția 

                              
   

      

       
                                            (2.37) 
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unde         
 

 

    
   

 
 

 
                                                        (2.39) 

3.8.  Impunerea unor condiții cu totul speciale (condiții inițiale și pe frontieră) 

ecuațiilor hidrodinamicii multifractale pentru cazul dinamicilor 

unidimensionale conduce la soluții analitice pentru câmpul de viteze și 

densitatea de stări. Dominanța unuia dintre cele două caractere implică 

degenerări specifice ale soluțiilor analitice, în timp ce dualitatea undă-

corpuscul, prin “sincronizarea” dinamicilor la cele două rezoluții de scară (cea 

diferențiabilă și cea nediferențiabilă) implică funcționalitatea unei ecuații de 

difuzii multifractale (amplitudinea și faza oricărui obiect fizic se condiționează 

reciproc): 

Sistemul de ecuații al hidrodinamicii multifractale (2.2)-(2.4) se dovedește 

reductibil la ecuația de difuzie multifractală: 
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Capitolul 3. Fractali. Multifractali. Spre o teorie multifractală a 

mișcării 
 

În Secțiunile 3.1 și 3.2., am prezentat, din punct de vedere matematic, unele 

noțiuni și rezultate fundamentale din teoria (multi)fractalilor, din perspectiva 

teoriei măsurii. Aceste noțiuni și rezultate cu caracter teoretic ne-au permis 

dezvoltarea considerațiilor din Secțiunea 3.3, referitoare la diverse tipuri de 

proceduri matematice operaționale în descrierile de dinamici, precum și a 

considerațiilor din Secțiunea 3.4, referitoare la unele consecințe ale 

nediferențiabilității pentru cazul dinamicilor pe varietăți multifractale. 

Considerațiile din acest capitol sunt absolut necesare pentru abordarea 

realizată în Capitolul 4 din perspectivă multifractală. 
 

Rezultatele originale prezentate în acest capitol sunt următoarele: 

         Am prezentat mai întâi, din punct de vedere matematic, noțiuni și 

rezultate fundamentale din teoria fractalilor și a multifractalilor (din 

perspectiva teoriei măsurii). Într-un astfel de context, din punct de vedere 

fizic, am specificat tipurile de proceduri matematice operaționale în descrierile 

de dinamici ale sistemelor complexe, rezultând atât clase de teorii fractale ale 

mișcării, cât și clase de teorii multifractale ale mișcării. În contextul claselor 

de teorii multifractale ale mișcării, am prezentat doar câteva consecințe ale 

nediferențiabilității pentru cazul dinamicilor pe varietăți multifractale: 

         Dinamicile entităților oricărui sistem complex sunt descrise prin curbe 

continue și nediferențiabile (curbe fractale). Într-un asemenea context, întrucât 

în TRS fractalizarea curbelor de mișcare ale entităților oricărui sistem complex 

se realizează prin stochasticizare, se pot dezvolta următoarele tipuri de 

proceduri matematice de descriere a dinamicilor: 

(i) proceduri matematice monofractale bazate pe “comportamente omogene” 

ale sistemelor complexe, “comportamente” caracterizate de o singură 

dimensiune fractală (în acord cu rezultatele anterioare putem opera, de 

exemplu, în analiza dinamicilor oricărui sistem complex cu dimensiunea 

fractală Hausdorff a unei mulțimi), la scară de rezoluție globală și care 

prezintă aceleași proprietăți de scalare în orice interval de timp (de 

exemplu, procesele de tip Brownian fracționar, cu o valoare dată a 

dimensiunii fractale): 

O astfel de alternativă a fost dezvoltată de Nottale în [25], alternativă 

reductibilă atât la modelul Schrödinger, cât și la modelul de fluid cuantic în 

cazul dinamicilor descrise prin curbe fractale de tip Peano (Mandelbrot [23], 

Jackson [19], Cristescu [13]) în dimensiunea fractală       la scară de 

rezoluție Compton (parametrul asociat dinamicii fractal-nefractal este   
     , unde        este constanta redusă a lui Planck, iar    este masa de 

repaus a microparticulei). O astfel de procedură permite dezvoltarea claselor de 

teorii fractale ale mișcării (adică de dinamici pe varietăți monofractale); 

(ii) proceduri matematice multifractale bazate pe “comportamente neomogene” 

ale sistemelor complexe, “comportamente” caracterizate simultan de mai 



multe dimensiuni fractale la scări de rezoluție locale, și care prezintă 

proprietăți de scalare variate, la orice interval de timp. Atunci, în descrierea 

dinamicilor oricărui sistem complex, se definește un spectru de 

singularitate       de indice de singularitate    a dinamicilor (adică cele 

care cuantifică singularități locale și care sunt caracterizate numai de valori 

locale ale indicelui de singularitate): 

Se permite astfel nu numai identificarea zonelor unui obiect multifractal ce 

sunt caracterizate de o anumită dimensiune fractală (sau, mai exact, numărul 

de zone a căror dimensiune fractală se află într-un anumit interval de valori), ci 

și identificarea unor clase de universalitate în domeniul sistemelor dinamice, 

chiar atunci când atractorii au aspecte diferite. Astfel de proceduri permit 

dezvoltarea claselor de teorii multifractale ale mișcării (adică descrieri de 

dinamici pe varietăți multifractale). 

      Am specificat câteva consecințe ale nediferențiabilității,  în descrierea 

dinamicilor sistemelor complexe, din perspectiva procedurii matematice 

multifractale a TRS-ului (totalitatea acestora, dar din perspectiva unei teorii 

fractale a mișcării, este prezentată în Capitolul 4). Astfel: 

(i) Spațiul mișcărilor entităților oricărui sistem complex este asimilat unei 

varietăți multifractale (adică curbele continue și nediferențiabile prin care sunt 

descrise mișcările entităților sunt caracterizate de mai multe dimensiuni 

fractale, constante și arbitrare, ce operează simultan. Atunci, într-un astfel de 

spațiu, coordonatele sunt funcții multifractale, în timp ce timpul nu este o 

funcție multifractală, ci doar un parametru afin al curbelor de mișcare; 

(ii) Orice curbă multifractală este în mod explicit dependentă de scara de 

rezoluție δt. Mai precis, lungimea sa tinde spre infinit atunci când δt tinde spre 

zero (Teorema lui Lebesgue) (Mandelbrot [23]). Mai mult, spațiul devine un 

multifractal în sensul lui Mandelbrot; 

(iii) Dinamicile sistemului complex sunt legate de comportamentul unui set de 

funcții în timpul operației de zoom a   . Atunci        în baza 

funcționalității principiului substituției; 

(iv) Dinamicile entităților oricărui sistem complex sunt descrise prin variabile 

multifractale. Atunci invarianța        este ruptă, așa încât pentru orice 

variabilă ce descrie dinamicile oricărui sistem complex, fie ea          
definim derivatele “înainte”      și “înapoi”    , prin relațiile: 

   
  

    
    

                 

  
  

 

   
  

    
    

                  

  
  

(3.1) 

unde semnul     corespunde proceselor fizice înainte, iar semnul     
corespunde proceselor fizice înapoi; 

(v) Diferenţiala coordonatei spaţiale se definește prin relația: 

                            
           

              .   (3.2) 

Partea diferențiabilă    
     este independentă de scara de rezoluție, în timp ce 

partea nediferențiabilă           depinde de scara de rezoluție; 



(vi) Partea nediferențiabilă a coordonatei spațiale satisface ecuația 

nediferențiabilă 

                              
          

     
 

 

    
   

, 
(3.3) 

unde   
  sunt coeficienți constanți asociați tranziției de scară diferențiabil – 

nediferențiabil,      este spectrul de singularitate și   este indicele de 

singularitate          unde    este dimensiunea fractală.  

(vii) Invarianța        a oricărei variabile menită să descrie dinamicile 

oricărui sistem complex este recuperată cu ajutorul operatorului: 

  

  
 
 

 
 
     

  
  

 

 
 
     

  
   

(3.4) 

imaginară   
  (viteza nediferențiabilă) depinde de scara de rezoluție; 

(viii) Întrucât multifractalizarea implică stochasticizare (Mandelbrot [23], 

Jackson [19], Cristescu [13]), întregul “arsenal” statistic (sub forma mediilor, 

varianțelor, covarianțelor etc.), devine operațional în descrierea dinamicilor 

oricărui sistem complex. În particular, pentru media lui    
  admitem 

funcționalitatea: 

    
      

   (3.7) 

    
      (3.8) 

Dinamicile oricărui sistem complex pot fi descrise prin derivata covariantă de 

scară dată de operatorul (vezi Agop și Păun [4]): 

  

  
          

 

 
    

 
 

    
   

         
(3.9) 

unde: 

                              
   

    
   

         
   

    
   

 . (3.10) 

Pentru multifractalizări prin procese stochastice de tip Markov (Mandelbrot 

[23], Jackson [19], Cristescu [13]), sunt satisfăcute următoarele constrângeri: 

  
   

    
   

       ,          (3.11) 

unde   este un coeficient specific asociat tranziției multifractal – nemultifractal 

și     este pseudo-tensorul lui Kronecker. 

Acceptând funcționalitatea principiului covarianței de scară (legile dinamicii 

sunt invariante la transformări de scară), adică aplicând operatorul (3.9) vitezei 

complexe (3.5), în absența oricărei constrângeri externe, ecuațiile de mișcare 

(adică ecuațiile geodezicelor pe un spațiu multifractal) iau următoarea formă: 

     

  
     

         
  

 

 
    

 
 

    
   

         
                 (3.14) 

(3.14) 

Aceasta înseamnă că accelerația multifractală     
 , convecția multifractală 

       
  și disiparea multifractală          

  își găsesc echilibrul în orice punct 

al curbei multifractale de mișcare. 

În cazul particular (3.11), ecuațiile de mișcare (3.14) devin: 

     

  
     

         
        

 
 

  
   

   
      .                                   (3.15) 

 

 

 



Capitolul 4. Spre o teorie fractală a mișcării. Fundamente și aplicații 

 

Acest capitol este organizat astfel:  

După o primă parte introductivă, în Secțiunea 4.2. am expus diferite rezultate 

în ceea ce privește o teorie fractală a mișcării și am prezentat principalele 

consecințe ale nediferențiabilității. Ne-am referit la noțiuni precum cea de 

derivată covariantă de scară, geodezice fractale în reprezentarea de tip 

Schrödinger, respectiv în reprezentarea de tip hidrodinamic. Secțiunea 4.3. 

conține rezultate referitoare la modelul lui Barbilian de geometrie diferențială 

fractală. De asemenea, am expus rezultate referitoare la probabilitățile 

generate prin intermediul mapărilor armonice. Din această perspectivă, am 

extins noțiuni din teoria atomicității la teorii implicând atomicitate fractală și 

am prezentat unele proprietăți ale atomului minimal fractal.  
 

Rezultatele originale prezentate în acest capitol sunt următoarele:    

1. Din punct de vedere fizic:  

1.1.  În cazul fractalizării prin stochasticizări ale dinamicilor utilizând 

procese de tip Markov, ecuația lui Schrödinger standard se identifică cu 

geodezicele unui spațiu fractal pentru mișcări ale entităților unui sistem fizic 

pe curbele de tip Peano, la scară de rezoluție Compton: 

Ecuația Schrödinger de tip fractal (fără constrângeri):  

       
 
 

  
   

   
         

 
 

  
   

       (4.24) 

Ecuația Schrödinger standard:  

 
  

   
   

                                     (4.25) 

1.2.  Pentru cazul staționar unidimensional al geodezicelor fractale de tip 

Schrödinger, o simetrie specială indusă de grupul omografic sub forma 

grupului lui Barbilian implică “sincronizarea” entităților unui sistem fizic 

dat: 

Ecuația fractală de tip Schrödinger ia forma următoare, în cazul 

unidimensional:  

       
 
 

  
   

                
 
 

  
   

       (4.44) 

Cu ajutorul soluției: 

                 
 

        
 
 
  

   
                  (4.45) 

unde   este energia unei entități a sistemului fizic, ecuația (4.44) devine:  

           
         (4.46) 

   
  

 

        
        

, (4.47) 

adică, o ecuație fractală de tip Schrödinger staționară. 

Grupul de transformări pentru condițiile inițiale (grupul Barbilian): 

   
    

    
   

    

    
   

    

    
   (4.53) 



1.3.  Proprietățile integrale și diferențiale ale grupului de sincronizare, sub 

restricția existenței unui paralelism de direcții în sensul Levi-Civita, impun 

corespondențe cu “dinamica” planului hiperbolic. Într-o astfel de conjectură, 

mapări armonice între spațiul euclidian și cel hiperbolic, pe baza unui 

principiu variațional, permit tranziții de tip staționar-nestaționar în dinamicile 

sistemelor fizice, explicitate prin autostructurări de tip celular în canal și, 

respectiv, generări a priori de probabilități în sensul lui Jaynes: 

Metrica (4.59) se reduce la metrica planului Lobachewski în reprezentarea 

Poincaré: 
   

  
  

    

      
,                    (4.67) 

pentru condiția     , sau, în termeni reali (4.63)  

     
  

 
.              (4.68) 

Cu această restricție, metrica (4.66) în variabilele (4.63) se poate reduce la o 

metrică Lobachewski în reprezentare Beltrami:  

 
   

  
  

       

  
. (4.69) 

Relația (4.68) definește un paralelism de direcții în sens Levi-Civita.  

Într-adevăr, deoarece unghiul de paralelism în planul Lobachewski este dat 

de relația: 

    
 

 
 
 

  
             

 

  
               

  

 
, (4.70) 

unde               este factorul conformal al metricii (4.69), obținem 

evident (4.68). 

Teorema 4.5.1. Grupul Barbilian este măsurabil.  

Demonstrație. Grupul lui Barbilian este simplu tranzitiv și, întrucât vectorul 

său de structură (a se vedea metoda din Flanders [13]):  

       
  (4.73) 

este identic nul, așa cum se poate observa din (4.56), aceasta înseamnă că el 

posedă o funcție invariantă, dată prin relația:  

           
 

       
, (4.74) 

care este inversul modulului determinantului unui sistem liniar (Agop și Păun 

[5], Mazilu și Agop [19], Mercheș și Agop [20]). 

Observația 4.5.2. În spațiul variabilelor        , pot fi construite, a priori, 

teorii probabilistice, bazate pe probabilitatea elementară  

            
        

       
, (4.75) 

 unde prin   notăm produsul exterior al 1-formelor. 

Observația 4.5.3. Să constatăm că am obținut o perspectivă atractivă asupra 

teoriei prezentate (chiar dacă realizarea nu este una compactă), mai ales în 

cazul construcțiilor stochastice (Agop și Păun [5], Mazilu și Agop [19], 

Mercheș și Agop [20], Jaynes [17]). În aceste construcții, variabilele 

complexe       sunt pur și simplu legate de probabilitatea fundamentală 

care caracterizează “contingențele” care, din punct de vedere al mecanicii 

cuantice, pot sta la baza structurilor spațiale și spațio-temporale (Mercheș și 



Agop [20]).  

În consecință, ecuațiile câmpului pot fi obținute prin intermediul principiului 

variațional (Agop, ...,Gavriluț,...[4])        
 

       (4.78) 

relativ la funcția lui Lagrange:  

         
   

   
   

   
    

  

   
 
  

   

      
 

    

      
  (4.79) 

Ca urmare, ecuațiile diferențiale ale câmpului (ecuațiile de câmp ale lui 

Barbilian), corespunzătoare principiului variațional (4.78), iau forma:  

                                     (4.80) 

și au soluția:      
               

               
    (4.81) cu      (4.82)   număr real.  

Observația 4.5.6. Pentru o alegere de forma      , caz în care a fost 

introdusă o dependență temporală în dinamicile sistemului fizic, (4.81) 

devine:    
                            

                          
                                  (4.83) 

În Figurile 4.1. - 4.3. următoare, sunt prezentate diverse comportamente 

neliniare ale dinamicilor complexe la diferite scări de rezoluție, în coordonate 

adimensionale:  

(i) Comportamente neliniare, la scară de rezoluție globală (Figurile 4.1. a, b);  

(ii) Comportamente neliniare, la scară de rezoluție diferențiabilă (Figurile 

4.2. a, b);  

(iii) Comportamente neliniare, la scară de rezoluție nediferențiabilă (Figurile 

4.3. a, b).  

 Remarcăm că, indiferent de scara de rezoluție, dinamicile oricărui 

sistem fizic se dovedesc reductibile, prin auto-structurare, la diverse tipare, 

fie ele de tip celular prin formarea de perechi (vezi Figurile 4.1. a, b - 4.3. a, 

b), fie ele de tip canal (vezi Figurile 4.4. a -4.4. c). Aceste tipare sunt 

“măsuri” ale gradului de interacție dintre entitățile oricărui sistem fizic, tăria 

interacției fiind în corespondență cu gradul de fractalitate (explicitat la noi 

prin valorile lui     
 

 

Figura 4.1. a: Dinamici 3D ale lui 

        cu         la scară de 

rezoluție globală.  

 

 

 
 



 

Figura 4.2. a: Dinamici 3D ale lui 

            cu         la scară de 

rezoluție diferențiabilă 

 

 

 

Figura 4.3. a: Dinamici 3D ale lui 

            cu         la scară de 

rezoluție nediferențiabilă 

 

 

 

Figura 4.1. b: Dinamici 2D ale lui 

                     

și         la scară de rezoluție 

globală 

 

 

 

Figura 4.2. b: Dinamici 2D ale lui 

                      
   și         la scară de rezoluție 

diferențiabilă 

 

 



 

Figura 4.3. b: Dinamici 2D ale lui 

                
         și         la scară de  

rezoluție nediferențiabilă 

 

 

 

Figura 4.4 a: Dinamici 2D la scară 

de rezoluție globală, ale lui     
              ;    . 

 

 

 

Figura 4.4 b: Dinamici 2D la scară 

de rezoluție globală, ale lui     
              ;    . 

 

 

 

Figura 4.4 c: Dinamici 2D la scară 

de rezoluție globală, ale lui     
              ;    . 

 

 

 

 Să observăm, de asemenea, că, în planul      , are loc o descreștere 

exponențială (vezi Figurile 4.4. a și 4.4. c). Dacă explicităm o astfel de situație 

pentru o plasmă de ablație, aceasta poate corespunde proceselor de disipare 

care au loc în timpul expansiunii plasmei produse cu laser. Când plasma se 

extinde, plasmele produse cu laser pierd particulele de energie prin procese de 

coliziune/radiație.  

O explicitare a unei astfel de situații specifică faptul că varianta 

hidrodinamică a unei mecanici fractale este abordată mai ușor. Mai mult, 

teoria măsurii cuantice poate deveni un caz particular al unei posibile teorii a 

măsurii fractale la o scară de rezoluție dată. 

2. Din punct de vedere matematic:  
2.1.  Conceptul de atomicitate minimală a fost discutat în corespondență cu 

teoria cuantică a măsurii. Acest concept a fost extins în forma noțiunii de 

atomicitate fractală. Câteva proprietăți ale acestei noțiuni au fost expuse din 



punct de vedere matematic.  

2.2.  Într-o astfel de abordare, a fost utilizată o metodă inversă în ceea ce 

privește dezvoltările comune privind conceptul de atomicitate minimală, 

observând că mecanica cuantică se identifică cu un caz particular al mecanicii 

fractale la o scară de rezoluție dată. 

Rezultatele precedente specifică următoarele: 

(i) Mecanica cuantică este un caz particular al mecanicii fractale (teorii ale 

mișcărilor ce au loc pe curbe Peano la scară de rezoluție Compton); 

(ii) Probabilitățile în sens Jaynes sunt generate cu ajutorul aplicațiilor 

armonice între spațiul euclidian și spațiul hiperbolic. 

Aceste două argumente sunt, în opinia noastră, suficiente, deoarece ele ne 

permit să obținem o generalizare a teoriei măsurii cuantice. Este vorba despre 

o posibilă teorie a măsurilor fractale și, implicit, despre introducerea unor 

concepte ce pot fi dezvoltate în cadrul acestei teorii. Unul dintre aceste 

concepte este cel de atom minimal fractal, ce reprezintă o generalizare naturală 

a conceptului de atom minimal, pe care l-am descris în Capitolul 2. 

În cele ce urmează, introducem noțiunea și prezentăm unele proprietăți de 

bază ale atomului minimal fractal. Fie   o mulțime oarecare, nevidă,   o latice 

de submulțimi ale lui      și        o funcție de mulțime, satisfăcând 

condiția         Definițiile date în Capitolul 2 pentru noțiunile de pseudo-

atom și respectiv, de atom minimal, pot fi generalizate, fără nicio modificare, 

la cazul în care   nu este inel, ci doar latice. 

Definiția 4.6.1. O mulțime     se numește: 

(i) pseudo-atom al lui   dacă        și pentru orice    ,      are loc 

fie         fie          . 
(ii) atom minimal al lui   dacă        și pentru orice    ,      are loc 

fie         fie      
Propoziția 4.6.2. (Iannaccone și Khokha [15]) Dacă mulțimile   și   au 

dimensiunile fractale   , respectiv,   , atunci mulțimea     are 

dimensiunea fractală       

                 
Propoziția 4.6.3. (Iannaccone și Khokha [15]) Dacă mulțimile   și   au 

dimensiunile fractale   , respectiv,   , atunci mulțimea     are 

dimensiunea fractală                         

(  este dimensiunea euclidiană a spațiului de scufundare). 

Întrucât   este o latice, deci este închisă în raport cu intersecția și reuniunea a 

două mulțimi, rezultă că noțiunea următoare este bine definită: 

Definiția 4.6.4. Un pseudo-atom (respectiv, atom minimal)     al lui    
având dimensiunea fractală     se numește pseudo-atom fractal (respectiv, 

atom minimal fractal). 

Obținem atunci: 

Propoziția 4.6.5. Dacă       sunt pseudo-atomi fractali ai lui   și dacă 

        , atunci     este, de asemenea, un pseudo-atom fractal al lui 

  și                    



Concluzii generale 
 

În Capitolul 1: 

Rezultatele originale prezentate în acest capitol sunt următoarele: 

I. Din punct de vedere matematic, am introdus unele tipuri de multifuncții 

neaditive de mulțime, pentru care am prezentat exemple, contraexemple, 

diverse relații de legătură, am stabilit proprietăți ale acestora, și, de asemenea, 

am pus în evidență corelații, implicații și interpretări din punct de vedere fizic.  

II. Astfel, din punct de vedere al implicațiilor în fizică, identificăm 

următoarele: 

1. Implicații în fizică pe baza funcțiilor neaditive de mulțime: 

1.1.  Masa  , ca funcție finit aditivă de mulțime la scară macroscopică și 

pierderea acestei calități la scară microscopică; 

1.2.  Entropia, în diversele sale accepțiuni (în sens Shannon, în sens Fisher, în 

sens von Neumann, în sens Rényi etc.), ca funcție cu proprietăți specifice 

funcțiilor neaditive de mulțime (monotonie, subaditivitate etc.); 

1.3.  În Mecanica Cuantică, proprietatea de aditivitate a măsurilor se respectă 

atâta timp cât funcțiile de undă de Broglie asociate microparticulelor (fie ele 

bosoni, fie ele fermioni) nu interferă. Această proprietate dispare însă în cazul 

interferenței acestor funcții de undă (în prezentul context, interferența permite 

ca reuniunea a două mulțimi de măsură nulă să aibă măsura nenulă); 

1.4.  Utilizarea teoriei măsurilor neaditive în modelarea unor fenomene 

cuantice, precum absența interferenței cuantice și corespondența cu conceptul 

de mulțime macroscopică, interpretarea unui tip special de funcții neaditive de 

mulțime (măsura egal-nulă), în corespondență cu interferența cuantică, 

coerență și decoerență prin experimente de tip Young, pe baza măsurilor 

cuantice (numite în teză  -măsuri). 

2. Implicații în fizică pe baza multifuncțiilor de mulțime: 

2.1.  Utilizarea multifuncțiilor de mulțime cu valori interval în procesarea 

sunetelor și a imaginilor; 

2.2.  Utilizarea distanței Hausdorff-Pompeiu în numeroase aplicații bazate pe 

recunoașterea tiparelor (recunoaștere facială, detectarea pietonilor printr-o 

aplicație de supraveghere video, recunoașterea irisului, potrivirile amprentelor 

palmare, detectarea și identificarea ventriculilor creierului, procese de învățare 

etc.); 

2.3.  Definirea multifractalului în sens matematic, utilizând noțiunea de 

multifuncție de mulțime; 

3. Implicații în fizică pe baza superpoziției dintre funcțiile neaditive de 

mulțime și multifuncțiile de mulțime: 

1.1.  Definirea unei entropii informaționale multifractale în sens Shannon, ca 

element de conexiune între funcții neaditive de mulțime și multifuncții. Mai 

precis, această entropie informațională operează simultan pe două varietăți 

multifractale, cea a coordonatelor poziție-impuls, și cea a rezoluțiilor de scară; 

1.2.  Maximizarea entropiei informaționale multifractale, prin acceptarea 

funcționalității unui principiu variațional multifractal, pentru care se specifică 



mediile și abaterile standard multifractale sau, echivalent, varianțele 

multifractale au ca finalitate forme pătratice multifractale; 

1.3.  Formele pătratice multifractale sunt invariante în raport cu grupuri Lie 

SL(    multifractale (grupuri Lie SL(    multifractale ale coordonatei 

poziție-impuls), ale căror funcții multifractale invariante pot juca rolul de 

hamiltoniene multifractale, considerate generatori ai mișcării; 

1.4.  Tot printre funcțiile multifractale invariante în raport cu grupurile Lie 

SL(    multifractale, se află și densitățile de repartiție gaussiene 

multifractale, caz în care coeficienții formelor pătratice multifractale pot primi 

semnificații statistice. Acest fapt legiferează ideea că densitățile de 

probabilitate multifractale trebuie să fie și integrale multifractale ale mișcării; 

1.5.  Clasa tuturor ipotezelor statistice, la orice rezoluție de scară, marcată prin 

invarianța formelor pătratice multifractale, implică invarianța acestora în 

raport cu grupuri Lie SL(    multifractale - grupuri Lie SL(    multifractale 

ale coeficienților formelor pătratice multifractale. Funcțiile multifractale 

invariante în raport cu aceste grupuri se identifică cu varietățile de 

tranzitivitate ale acestor grupuri; 

1.6.  Clasele de ipoteze statistice specifice gaussienelor multifractale de 

aceeași medie sunt caracterizate de proprietatea că discriminanții formelor 

pătratice multifractale trebuie să fie reductibili la constante multifractale, adică 

la varietățile de tranzitivitate ale grupurilor Lie SL(    multifractale ale 

coeficienților formelor pătratice multifractale; 

1.7.  Întrucât la orice scară de rezoluție, grupul SL(    al coordonatei poziție-

impuls și grupul SL(    al coeficienților formei pătratice sunt izomorfe, 

atunci teoria generală a familiilor parametrice de varietăți invariante devine 

operațională și permite obținerea acestor familii ca soluții ale ecuațiilor lui 

Stoka. Aplicând această teorie în cazul unui ansamblu de oscilatori de tip 

Planck, se stabilește o corelație nu numai între gradul de multifractalitate și 

varietățile de tranzitivitate ale grupului în cadrul unei relații de incertitudine 

multifractală, ci și o conexiune cu un caz cuantic referitor la stările coerente, 

stări fundamentale în descrierea procesului de măsură. 
 

În Capitolul 2: 

Rezultatele originale prezentate în acest capitol sunt următoarele: 

        Având în vedere cele două instanțe în care au fost definite tipurile de 

atomi, și anume, tipuri de atomi ai unei funcțiide mulțime, respectiv, tipuri de 

atomi ai unei multifuncții de mulțime, următoarele interpretări fizice sunt 

posibile: 

1. Interpretări fizice ale tipurilor de atomi ale unei funcții de mulțime: 

1.1.  Atomul poate fi asimilat unui pod de tip Einstein-Podolsky-Rosen (EPR), 

în care corpusculul și unda sunt conectate și pot fi interpretate ca stări aflate în 

entanglement (“amestec”) maxim al aceluiași “obiect fizic”: când are loc 

colapsarea, partea neglijabilă corespunde corpusculului, în timp ce partea care 

acoperă întreaga mulțime (mai precis, atomul), corespunde undei. Rezultă o 

condiționare reciprocă undă-corpuscul, atomul fiind considerat “podul 



elementar” (evident, în sens Susskind) care include toate proprietățile 

“materiei” (atât în forma corpusculului, cât și a undei) din care provine; 

1.2.  Atomii (în toate variantele lor) ar putea fi considerați ca singularități ale 

oricărei metrici spațiu-materie; 

1.3.  În raport cu măsura Dirac     atomul (spațiul neredus la un punct) este 

echivalent cu o mulțime punctuală, ceea ce înseamnă că, în raport cu măsura 

mai sus amintită, spațiul “colapsează” într-un singur punct; 

1.4.  Ca aplicație a unei funcții de mulțime care este monotonă, nul-aditivă și 

regulată, am pus în evidență faptul că “măsura” unui atom coincide cu măsura 

fiecărui “punct” pe care acesta îl conține, ceea ce reflectă viziunea holografică, 

conform căreia informația este concentrată în fiecare dintre punctele sale, ceea 

ce implică caracterul fractal; 

2. Interpretări fizice ale tipurilor de atomi ale unei multifuncții de mulțime: 

2.1.  Atomul poate fi considerat un corespondent al unei găuri negre sau al 

unei singularități; 

2.2.  Un pseudo-atom are proprietatea că orice submulțime a sa fie este de 

măsură nulă (deci poate fi neglijat în timpul procesului de măsurare), fie 

acoperă în totalitate mulțimea; 

2.3.  Atomul minimal posedă proprietatea de indivizibilitate 

(nedecompozabilitate), situație în care orice submulțime a unui atom minimal 

fie este de măsură nulă (ceea ce înseamnă că poate fi neglijată în timpul 

procesului de măsurare), fie se suprapune peste mulțime (adică atomul 

minimal). Într-o astfel de conjectură, noțiunea de atom minimal poate fi pus în 

corespondență cu conceptul de particulă elementară; 

3. Interpretări fizice ale tipurilor de atomi definite atât prin intermediul unei 

funcții de mulțime, cât și prin intermediul unei multifuncții de mulțime: 

3.1.  Dinamicile “obiectului fizic” undă-corpuscul pot fi descrise în Teoria 

Relativității de Scară atât prin scenariul de tip Schrödinger (adică prin ecuația 

diferențială Schrödinger multifractală), cât și prin scenariul de tip Madelung 

multifractal (adică prin sistemul de ecuații diferențiale ale hidrodinamicii 

multifractale). Cele două scenarii nu se exclud, ci, dimpotrivă, sunt 

complementare; 

3.2.  În scenariul de tip Schrödinger multifractal, invarianța ecuației 

diferențiale Schrödinger unidimensionale în raport cu transformările 

omografice ale variabilei timp oferă, pe baza setului de matrici     de 

elemente reale variabile, o descriere a dinamicilor undă-corpuscul pe baza 

relațiilor dintre matricile reprezentative; 

3.3.  Întrucât orice matrice de tipul     poate fi scrisă ca o combinație 

liniară cu coeficienți reali, ce implică două metrici speciale și anume, matricea 

unitate și matricea de urmă nulă, atunci orice descriere a dinamicilor undă-

corpuscul permite o descriere explicită a acestora, printr-o geometrie metrică a 

spațiului; 

3.4.  În particular, se propune metrica Cartan-Killing a algebrei SL(2   a 

acestor matrici; 



3.5.  Într-o astfel de perspectivă, corelarea dinamicilor undă-corpuscul este 

delegată unei aplicații armonice, de la spațiul undei, la cel al corpusculului. 

Atunci, explicit, se obține o ecuație sinus-Gordon multifractală, a cărei soluție 

conduce la funcția eliptică    a lui Jacobi, prin ale cărei degenerări în perioadă 

rezultă dominanța fie a caraterului ondulatoriu, fie a celui corpuscular; 

3.6.  Prin coerența în fază undă-corpuscul, metrica spațiului se reduce la cea a 

lui Poincaré, caz în care, în acord cu principiul lui Ernst de generare a 

metricilor axial simetrice din Relativitatea Generală, rolul de “pod” în sens 

Susskind între undă și corpuscul este mimat de câmpul gravitațional; 

3.7.  În scenariul de tip Madelung multifractal, dinamicile undă-corpuscul sunt 

descrise de sistemul de ecuații diferențiale al hidrodinamicii multifractale; 

3.8.  Impunerea unor condiții cu totul speciale (condiții inițiale și pe frontieră) 

ecuațiilor hidrodinamicii multifractale pentru cazul dinamicilor 

unidimensionale conduce la soluții analitice pentru câmpul de viteze și 

densitatea de stări. Dominanța unuia dintre cele două caractere implică 

degenerări specifice ale soluțiilor analitice, în timp ce dualitatea undă-

corpuscul, prin “sincronizarea” dinamicilor la cele două rezoluții de scară (cea 

diferențiabilă și cea nediferențiabilă) implică funcționalitatea unei ecuații de 

difuzii multifractale (amplitudinea și faza oricărui obiect fizic se condiționează 

reciproc). 
 

În Capitolul 3: 

Rezultatele originale prezentate în prezentul capitol sunt următoarele: 

        Am prezentat mai întâi, din punct de vedere matematic, noțiuni și 

rezultate fundamentale din teoria fractalilor și a multifractalilor (din 

perspectiva teoriei măsurii). Într-un astfel de context, din punct de vedere fizic, 

am specificat tipurile de proceduri matematice operaționale în descrierile de 

dinamici ale sistemelor complexe, rezultând atât clase de teorii fractale ale 

mișcării, cât și clase de teorii multifractale ale mișcării. În contextul claselor 

de teorii multifractale ale mișcării, am prezentat doar câteva consecințe ale 

nediferențiabilității pentru cazul dinamicilor pe varietăți multifractale. 
 

În Capitolul 4: 

Rezultatele originale prezentate în acest capitol sunt următoarele:    

1. Din punct de vedere matematic,  

1.1.  Conceptul de atomicitate minimală a fost discutat în corespondență cu 

teoria cuantică a măsurii. Acest concept a fost extins în forma noțiunii de 

atomicitate fractală. Câteva proprietăți ale acestei noțiuni au fost expuse din 

punct de vedere matematic.  

1.2.  Într-o astfel de abordare, a fost utilizată o metodă inversă în ceea ce 

privește dezvoltările comune privind conceptul de atomicitate minimală, 

observând că mecanica cuantică se identifică cu un caz particular al mecanicii 

fractale la o scară de rezoluție dată. 

2. Din punct de vedere fizic,  

2.1.  În cazul fractalizării prin stochasticizări ale dinamicilor utilizând procese 



de tip Markov, ecuația lui Schrödinger standard se identifică cu geodezicele 

unui spațiu fractal pentru mișcări ale entităților unui sistem fizic pe curbele de 

tip Peano, la scară de rezoluție Compton. 

2.2.  Pentru cazul staționar unidimensional al geodezicelor fractale de tip 

Schrödinger, o simetrie specială indusă de grupul omografic sub forma 

grupului lui Barbilian implică “sincronizarea” entităților unui sistem fizic dat. 

2.3.  Proprietățile integrale și diferențiale ale grupului de sincronizare, sub 

restricția existenței unui paralelism de direcții în sensul Levi-Civita, impun 

corespondențe cu “dinamica” planului hiperbolic. Într-o astfel de conjectură, 

mapări armonice între spațiul euclidian și cel hiperbolic, pe baza unui 

principiu variațional, permit tranziții de tip staționar-nestaționar în dinamicile 

sistemelor fizice, explicitate prin autostructurări de tip celular în canal și, 

respectiv, generări a priori de probabilități în sensul lui Jaynes. 

 O explicitare a unei astfel de situații specifică faptul că varianta 

hidrodinamică a unei mecanici fractale este abordată mai ușor. Mai mult, 

teoria măsurii cuantice poate deveni un caz particular al unei posibile teorii a 

măsurii fractale la o scară de rezoluție dată. 
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