Rezolvare
a) Proiectilul este lansat din originea sistemului de referinta, iar ecuatiile
de migcare in planul xy sunt:

x(t) = vot cos

1
y(t) = vot sina — §gt2 (0.5p) (1)
Ecuatia traiectoriei
(@) = rtan(o) - 52— (05p) @)
x) = rtan(a) — ———— (0.
4 202 cos? P
Pentru z = d rezulta y(d) = h = nd
gd’
d=dt ——— (1
d = dtan(o) = 52— (1) 3
se obtine viteza initiala vy
d
vy = J a € [0,7/2) (4)

2(tana — n) cos? o’

Pentru a determina valoarea minima a vitezei initiale facem derivata in raport
cu unghiul « si determindm extremele functiei f(a) = v}

d(v?)  gd(2sin’a — 2nsinacosa — 1)

) (tana — n)? cos? « (1p) (5)

Se exprima toate functiile trigonometrice in functie de tan a cu ajutorul
1 tan o

formulelor cosa = m, s o = m

da 2 (tana — n)?

d(vg)  gd(tan®’a — 2ntana — 1)(1 + tan? a). (0.5p) (6)

Punand conditia %‘2’—) = 0 se obtine

tan’ o — 2ntana — 1 =0 (0.5p)
1+tan’a =0 (7)



si se observa ca doar prima ecuatie din (7) este utila pentru a determina
tangenta unghiului de lansare. Rezolvand ecuatia de gradul doi se obtin
solutiile:

tanay o =n+vn?+1, (8)

iar daca tinem cont de faptul ca a € [0,7/2) atunci doar solutia cu semnul
plus satisface problema

tanay =n+vn?2+1. (0.5p) 9)

Pentru tan o = tan o viteza initiala prezinta un minim care se obtine daca
inlocuim (9) in (4):

> gd gd[1+ (n+ vn? +1)] T
Vomin 2(tan ay — ’I’L) cos2 a 9 /7,”2 T1 g (TL—l— n —+ ) (O 5]9)
(10)

de unde obtinem

Vomin = \/9d(n + VZ 1) (0.5p) (11)
Energia minima de lansare

mudm ~ mgd(n+v/n?+1
By = e AN (0 5 (12)

b) Din conditia y(d) = 0 obtinem

dtan() gd” 0 (0.5p) (13)
n(a) — ———— = :
20} 2 cos? a P
sau )
J— 20, sinacosa (05p) (14)

g

Exprimam functiile trigonometrice in functie de d si h

h n
sina = = , (1
Vh24+d?>  vn?+1 (1r)
cos o = d = —1 (15)
VR VPt



Daca inlocuim in ecuatia (14) obtinem:

002 n
d=="2 0.5

iar viteza initiala de lansare este

Punctaj a) 6p
Punctaj b) 3p
Punctaj din oficiu 1
Total 10

(16)

(17)



