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Introducere 

Faptul că determinismul nu implică  nici comportament regulat și nici predictabilitate 

nelimitată în analiza dinamicilor sistemelor  complexe, a avut impact asupra unui mare număr de 

domenii științifice. Să notăm faptul că în analiza liniară de dinamici ale sistemelor complexe 

predictabilitatea  nelimitată era o calitate intrinsecă a dinamicii acestora. Însă dezvoltarea analizei 

neliniare în descrierea dinamicilor sistemelor complexe și descoperirea fundamentelor științifice ale 

haosului au modificat radical opinia asupra fundamentelor analizei de dinamică, din următoarele 

puncte de vedere: 

a. a demonstrat că metoda reducționistă de analiză are aplicabilitate limitată ; 

b. predictabilitatea nemarginită nu este un atribut al sistemelor complexe, ci este un rezultat al 

simplificării lor prin tratare liniară. 

 Dinamicile piețelor financiare (piața capitalului) dinamicile sistemelor economice, 

dinamicile celeste, curgerea turbulentă, fibrilația cardiacă, etc. sunt numai câteva arii disparate în care 

neliniaritatea și haosul evidențiază  manifestări comune. Se statuează în acest fel o universalitate în 

legile ce guvernează aceste dinamici. 

 Modelele standard utilizate în analiza dinamicilor sistemelor complexe se bazează pe 

ipoteza diferențiabilității variabilelor  prin care descriem aceste dinamici. Atunci utilitatea unor astfel 

de modele trebuie înțeleasă doar secvențial, pe domenii limitate, în care diferențiabilitatea mai poate 

fi aplicată. Dimpotrivă, dacă dorim să descriem dinamici ale sistemelor complexe ce implică 

comportamente haotice, autostructurări cu generare de tipare, modelele diferențiale își dovedesc 

inutilitatea. Într-un astfel de context, pentru a descrie dinamici ale sistemelor complexe care să 

includă evident și comportamente ca cele mai sus menționate ramânând totuși tributari ipotezelor ce 

“susțin” și “operează” cu diferențiabilitate, este necesar și suficient să introducem explicit rezoluția de 

scară în expresiile variabilelor prin care descriem dinamicile oricărui sistem complex. Atunci, orice 

variabilă devine dependentă simultan, atât de coordonatele spațiale, de coordonata temporală, cât și de 

rezoluția de scară. Din punct de vedere matematic, aceasta va avea statut de funcție 

fractală/multifractală și va “opera” doar cu aproximații ale ei obținute printr-un proces de mediere la 

diverse rezoluții de scară. Mai precis, orice variabilă utilizată în descrierea dinamicilor sistemelor 

complexe va funcționa ca limita unei familii de funcții matematice, aceasta fiind nediferențiabilă 

pentru rezoluție de scară nulă și diferențiabilă în rest.  

O astfel de procedură matematică utilizată în descrierea dinamicilor oricărui sistem complex 

implică atât dezvoltarea unor geometrii fractale/multifractale, cât și a unor teorii complexe 

fractale/multifractale. Atunci într-o astfel de conjunctură, atât legile de mișcare, cât și legile de scară 

vor rămâne invariante atât în raport cu transformările coordonatelor spațiale și temporale, cât și în 
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raport cu transformările rezoluțiilor de scară. Astfel s-a conturat în descrierea dinamicilor sistemelor 

complexe pespectiva fractală de analiză sub forma Teoriei Relativității de Scară.  

În cele ce urmează vom utiliza Teoria Relativității de Scară în analiza dinamicilor sistemelor 

complexe. Într-o astfel de alternativă vom postula că dinamicile sistemelor complexe  sunt descrise 

prin curbe fractale/multifractale. Prezentul studiu devine singular, atât prin procedura matematică 

utilizată, cât și prin aria sa de analiză . 

 

Prezenta lucrare este structurată în patru capitole. În primul capitol intitulat “Dinamici ale 

sistemelor complexe asociate tranziției fractal-nefractal utilizând Teoria Relativității de Scară”, am 

extins rezultatele Teoriei Relativității de Scară (TRS), de la o descriere a dinamicilor sistemelor 

complexe prin curbe continue, dar nediferențiabile (curbe fractale) în dimensiunea fractală     , la 

o descriere de dinamici prin curbe continue și nediferențiabile (curbe fractale) în dimensiuni fractale 

constante, dar arbitrare. O astfel de extindere s-a dovedit absolut necesară având în vedere faptul că 

descrierea de dinamici prin curbe fractale în      se referă la “clase” de dinamici cu totul 

particulare (de exemplu, în cazul TRS-ului în sensul lui Nottale, aceasta se identifică la rezoluție de 

scară Compton cu Mecanica Cuantică). O astfel de extindere s-a realizat prin consecințe ale 

nediferentiabilității, prin construcția operatorului de mișcare și prin principiul covariantei de scară. În 

final acest model a fost aplicat sub forma “amprente” de tip holografic ale dinamicilor sistemelor 

complexe asociate tranziției de scară fractal-nefractal.  

În capitolul al doilea intitulat “Scenarii Schrodinger de tip fractal/multifractal în descrierea 

dinamicilor sistemelor complexe ” am dezvoltat scenarii de descriere a dinamicilor sistemelor 

complexe  bazate pe ecuații de tip Schrodinger la diverse rezoluții de scară. Am numit acest demers 

scenariul Schrodinger de tip fractal/multifractal. Într-un astfel de context am obținut mai întâi 

ecuațiile lui Schrodinger de tip fractal ca geodezice ale unui spațiu monofractal/multifractal și de aici 

legile de conservare ale densității de stări de tip fractal/multifractal. Utilizând acest scenariu s-au 

analizat dinamici fractale în sisteme complexe cu repere spontane de simetrie, s-au determinat 

expresiile refractanței și transparenței în efectul tunel de tip fractal și bazându-ne pe invarianțe de tip 

SL (2R) ale ecuațiilor de tip Schrodinger la diverse rezoluții de scară, s-au specificat dinamici prin 

etalonări Riccati de tip fractal, respectiv mapări armonice de tip fractal.  

În al treilea capitol, intitulat “Scenariul de tip Madelung de descriere a dinamicilor sistemelor 

complexe dintr-o perspectivă multifractală” am utilizat sistemul de ecuații diferentiale al 

hidrodinamicii de tip multifractal pentru descrierea dinamicilor sistemelor complexe. 
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L-am numit scenariu de tip Madelung întrucat sistemul de ecuații diferențiale mai sus 

menționat a fost obținut dintr-o ecuație Schrodinger de tip multifractală, folosind o alegere de tip 

Madelung pentru funcția de stare. Într-un astfel de cadru a fost explicitat un tip de mediu multifractal 

compatibil cu o lege constitutivă de material de tip multifractală. S-a aratat că mediul multifractal 

poate induce forțe centrale de tip multifractal pe baza unor invarianțe speciale de tipul SL(2R) ce 

implică probabilităti geometrice și s-au specificat mecanisme de tip fikian și nefikian în eliberarea 

controlată de medicamente. 

În capitolul al patrulea, intitulat “Compatibilitatea scenariilor Schrodinger și Madelung de tip 

multifractal. Implicațiile acesteia în descrierea dinamicilor sistemelor complexe” se analizează 

compatibilitatea scenariului Schrodinger de tip multifractal cu scenariul Madelung de tip multifractal 

și se specifică unele consecințe ale acestei compatibilități asupra descrierii dinamicilor sistemelor 

complexe. Astfel, plecând de la o soluție particulară a ecuației Schrodinger de tip multifractal în care 

amplitudinea funcției de stare este o funcție Airy, se arată că condiția de coerență a dinamicilor 

entităților unui sistem complex implică o cubică temporală. Cum spațiul cubicelor temporale poate fi 

structurat ca spațiu riemannian, iar cel al cubicelor asociate tensorului tensiunilor multifractale prin 

ecuația caracteristică, poate fi structurat tot ca spațiu riemannian, cele două varietăți  devin izomorfe, 

rezultatul acestui izomorfism având ca finalitate corelația spațiu-timp  și deci câmpul gravitațional. 

Invarianța SL(2R), care apare ca naturală în construcția varietăților riemanniene, implică anumite 

principii de metrizare și are ca finalitate extensia spațiului vitezelor, corelarea cu metrici de vacuum 

electromagnetic din Relativitatea Generală etc. 
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1. Dinamici ale sistemelor complexe asociate tranziției fractal-nefractal utilizând 

Teoria Relativității de Scară 

 Rezultatele originale care se referă atât la construcția modelului, cât și la aplicații ale acestuia, au fost 

publicate în [3,4].  

Principalele concluzii ale prezentului capitol sunt următoarele: 

a. S-au extins rezultatele  TRS-ului de la descrieri de dinamici ale sistemelor complexe prin 

curbe fractale în      la descrieri de dinamici prin curbe fractale în dimensiuni fractale 

constante și arbitrare. Extensia a fost posibilă prin analiza consecințelor nediferențiabilităților 

în descrierea de dinamici; 

b. Prin operatorul de mișcare prelungirea în complex prin diferențiabilitate (procedura Cresson) 

gestionează dinamici atât la rezoluții de scară diferențiabilă cât și la cea nediferențiabilă   

c. Funcționalitatea principiului covariantei de scară implică ecuații de mișcare, ecuații ce pot fi 

identificate cu geodezicele unui spațiu fractal. Într-un astfel de context sunt particularizate 

ecuațiile de mișcare pentru cazul fractalizării prin stocasticizare de tip Markov; 

d. În cazul fractalizării prin stocasticizare de tip  Markov sunt analizate dinamici ale sistemelor 

complexe asociate tranziției diferențial-nediferențial. Se specifică “amprente” de tip holografic 

ale acestor dinamici sub forma unor sisteme de ecuații diferențiale  de tip Navier-Stokes, 

staționare la rezoluții de scară  nediferențiabile și nestaționare la rezoluții de scară 

diferențiabile;  

Într-o astfel de perspectivă “informația” asupra stării de mișcare a sistemului complex rămâne 

nemanifestată (temporal dar nu spațial) la rezoluții de scară nediferențiabile dar manifestată  

(temporal și spațial) la rezoluții de scară diferențiabilă; 

e. Pentru o simetrie plană sunt specificate soluțiile analitice ale sistemului de ecuații diferențiale 

de tip Navier-Stokes staționar sub forma solitonilor fractali și al “cuplajelor” solitoni fractali- 

kink fractali. 

Mai mult, generarea unui câmp de vortexuri devine principala sursă de “turbulență” în 

dinamicile sistemelor complexe. 

Referințe  
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2. L. Nottale, Scale Relativity, and Fractal Space-Time A New Approach to Unifying Relativity 

and Quantum Mechanics, Imperial College Paris, London, 2011 



7 
 

3. A. Saviuc, T.C. Petrescu, M. Frăsilă, C.M. Rusu, V. Bahrin, M. Botez, N. Lungu, Dynamics 

at non- differetiable scale in the multifractal theory of motion, Buletinul Institutului Politehnic 

Iași, secția Matematică, Mecanică Teoretică si Fizică, vol. 66 (70), nr. 4, 2020, paginile 29-39. 

4. L.Dobreci, A. Saviuc, T.C. Petrescu, M.A. Păun, M. Frăsilă, F. Ne deff, V.A. Păun, C. 

Dumitraș, M. Agop, Towards interactions through differentiable- non-differentiable scale 

transitions in Scale Relativity Theory, U.P.B. Sci. Bull. Series A, vol 83 Iss 2, 2021, 239-252 

5. Mandelbrot, B.B. The Fractal Geometry of Nature; W. H. Freeman and Co.: San Fracisco, CA, 

USA, 1982. 

6.   Merches, I.; Agop, M. Differentiability and Fractality in Dynamics of Physical Systems; 

World Scientific: Hackensack, NJ, USA, 2016. 

7. Agop, M.; Paun, V.P. On the New Perspectives of Fractal Theory. Fundaments and 

Applications; Romanian Academy Publishing House: Bucharest, Romania, 2017. 

8. Cresson, J.; Adda, F.B. Quantum Derivations and Schrödinger Equations. Chaos Solitons 

Fract. 2004, 19,1323-1334 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



8 
 

2. Scenarii Schrodinger de tip fractal/multifractal în descrierea dinamicilor 

sistemelor complexe 

 Rezultatele din acest capitol au fost publicate în [1-4]. Principalele concluzii ale prezentului capitol 

sunt următoarele: 

a. S-au obținut ecuațiile lui Schrodinger de tip fractal/multifractal ca geodezice ale unui spațiu 

fractal/multifractal. Un astfel de rezultat ne-a permis dezvoltarea scenariului Schrodinger de 

tip fractal/multifractal în descrierea dinamicilor sistemelor complexe. 

b. Utilizând scenariul Schrodinger de tip fractal s-au analizat dinamici staționare fractale în 

sisteme complexe cu rupere spontană de simetrie. A rezultat faptul că orice nivel fundamental 

de energie se scindează, la orice rezoluție de scară, în două subniveluri de energie, unul 

corespunzator stării simetrice fractale și altul corespunzător stării asimetrice fractale (ceea ce 

ar corespunde unui efect de inversiune de populație de tip fractal).  

c. De altfel, la rezoluție de scară Compton și pentru dinamici pe curbe Peano acest efect 

corespunde unui efect maser de tip fractal. Este posibil ca un astfel de efect să funcționeze și 

în structurile biologice, evident la alte rezoluții de scară; 

d. Întrucât în dinamicile staționare fractale ale sistemelor complexe cu rupere spontană de 

simetrie este implicată și bariera de potențial,  pentru o formă particulară a barierei de 

potențial a fost calculată transparența și reflectanta de tip fractal; 

e. Invarianța ecuațiilor lui Schrodinger de tip fractal/multifractal în raport cu un grup particular 

de transformări de tip SL(2R) a permis analiza de dinamici prin proceduri matematice speciale 

cum ar fi cele prin etalonări Riccati de tip fractal, respectiv, prin mapări armonice de tip 

fractal. Prima dintre proceduri specifică faptul că coerența în dinamicile sistemelor complexe 

se realizează prin procese de modulare a unei caracteristici ce implică simultan gradul de 

fractalitate a curbelor de mișcare și rezoluția de scară. Aceste procese implică variate regimuri 

de operare precum cele prin dublare de perioadă, prin amortizare, prin cvasiperiodicitate, 

respectiv prin intermitențe. Cea de-a doua procedură implică funcționalități de tip undă-

corpuscul, dominanta unuia din caractere (undă sau corpuscul) fiind dictată, la aceeași 

rezoluție de scară, de dimensiunea fractală a curbelor de mișcare, iar la aceeași dimensiune 

fractală a curbelor de mișcare, de rezoluția de scară. 
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3. Scenariul de tip Madelung de descriere a dinamicilor sistemelor complexe 

dintr-o perspectivă multifractală 

 Rezultatele originale din acest capitol au fost publicate în [1-4]. În acest capitol s-a dezvoltat dintr-o 

perspectivă multifractală un scenariu de tip Madelung pentru descrierea dinamicilor sistemelor 

complexe. În acest scop pentru o alegere de tip Madelung a funcției de stare, ecuația Schrodinger de 

tip multifractal s-a redus la sistemele de ecuații diferențiale al hidrodinamicii multifractale. O succintă 

analiză pe acest sistem specifică următoarele: 

a. Entitățile oricărui sistem complex sunt într-o interacțiune permanentă cu mediul multifractal, 

interacțiune dictată de un câmp de forțe multifractale, măsură a gradului de fractalitate al 

curbelor de mișcare; 

b.  Deși partea nediferențiabilă a câmpului de viteze este absentă din legea de conservare a 

densității de stări, ceea ce face ca aceasta să nu intervină în dinamicile ,, actuale” ale 

sistemului complex, totusi ea contribuie atât la transferul de impuls, cât și la confinarea 

energiei ; 

c. Având în vedere natura „auto-interactivă” a forței specifice multifractale, doar legile de 

conservare ale impulsului total și ale energiei totale sunt satisfăcute. De exemplu, dacă ne 

referim la legea de conservare a energiei totale, suma dintre energia cinetică, energia potențială 

și energia de tip Levy (energia asociată mișcărilor de tip Levy a entițăților sistemului complex) 

este o constantă. Astfel, prin aceste legi de conservare se asigură atât reversibilitatea timpului, 

cât și existența stărilor proprii; 

d. Un astfel de formalism poate fi aplicat și în studiul disipării turbulențelor atmosferice prin 

canale de laminaritate așa cum rezultă din lucrarea noastră recentă [4]; 

e. Existența unei corelații între câmpul de forțe de tip multifractal și un câmp de tensori de tip 

multifractal, are ca finalitate, la orice rezoluție de scară, funcționalitatea unor legi constitutive; 

f. Se explicitează un tip de mediu multifractal, ca un continuu ce se deformează fără a produce 

tensiuni, caracterizându-l în două instanțe diferite: există mediu multifractal, atât sub forma 

structurilor complexe, cât și în spațiul liber. Într-un astfel de cadru, admițând că mediul 

multifractal este descris printr-un tensor corespunzător la doi vectori caracteristici, atunci nu 

numai radiația cosmică de fond, dar și câmpul electromagnetic în general, sub forma lui 

maxwelliană , poate fi, expresia existenței mediului multifractal. 

g. Atât invarianța ecuației unidimensionale Schrodinger de tip multifractal, cât și a ecuației  

seculare a tensorului ce caracterizează  mediul multifractal în raport cu grupuri Lie măsurabile 

de tipul SL(2R), permite,  prin geometria integrală,  producerea probabilităților geometrice. 

Într-un astfel de cadru, acceptând că la orice rezoluție de scară  probabilitățile geometrice 
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generate pe baza principiului de maximizare a entropiei informaționale se identifică cu cele 

complexe, atunci pentru o simetrie radială a exponențialei maximului entropiei informaționale, 

pot fi mimate câmpuri de forță centrale, de tip multifractal; 

h. Considerând că dinamicile de eliberare a medicamentelor de către matricele polimerice, pot fi 

asimilate tranzitiilor de scară nediferențiabil-diferențiabil, se arată că scenariul de tip 

Madelung, este descris în acest caz, de o ecuație de difuzie de tip multifractală. Atunci difuzii 

fickiene și nefickiene devin responsabile de dinamicile de eliberare. 
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4. Compatibilitatea scenariilor Schrodinger și Madelung de tip multifractal. 

Implicațiile acesteia în descrierea dinamicilor sistemelor complexe 

Rezultatele originale din acest capitol au fost publicate în [1-7]. În acest capitol s-a analizat 

compatibilitatea scenariului Schrodinger de tip multifractal cu scenariul Madelung de tip multifractal 

și s-au specificat principalele consecințe ale acestei compatibilități asupra descrierii dinamicilor 

sistemelor complexe. Au rezultat următoarele concluzii: 

a) Se construiește o soluție generală a ecuației Schrodinger unidimensionale multifractale pentru 

particula liberă în care amplitudinea funcției de stare este o funcție Airy, iar faza ei este o 

cubică temporală. Într-un astfel de context, se stabilește și corespondența cu modelul 

Madelung multifractal, obținându-se și expresia potențialului multifractal; 

b) Se interpretează un astfel de rezultat în sensul că ecuația Schrodinger nestaționară 

multifractală produce rezultate referitoare la  particula aflată  într-o mișcare uniform 

accelerată ( argumentul funcției Airy si expresia potențialului). Aceasta, evident, cu condiția 

ca teoria în sensul lui de Broglie referitoare la fenomenul ondulatoriu numit particulă, 

funcționează la orice rezoluție de scară. Interpretarea unei astfel de situații în sensul lui Berry 

și Balazs ține de natura însăși a funcției Airy: comportarea luminii în apropierea causticii . 

Avem astfel rezultatul că la orice rezoluție de scară  există o densitate de probabilitate dată de 

pătratul funcției Airy. Cum însă aceasta nu este integrabilă pe toată dreapta reală, pachetul de 

undă nu poate avea un centru localizabil în sensul lui de Broglie, care să ne reprezinte 

particula la orice rezoluție de scară. Concluzia noastră este că pachetul  de unde reprezintă, de 

fapt, un ansamblu de particule ce se mișcă rectiliniu și uniform, însă fiecare particulă cu o 

altă viteză, iar argumentul funcției Airy reprezintă o caustică în spațiul fazelor: înfășurătoarea 

ansamblului de drepte ce reprezintă traiectoriile corespunzatoare. O concluzie aparent în 

contradicție cu aceasta este cea dată de Daniel Grinberger, obținută în mod explicit cu ajutorul 

principiului de echivalență: pachetul de unde Airy nu se împrăștie din cauza că el reprezintă o 

particulă într-o incintă analoagă ascensorului lui Einstein și câmpul uniform de forțe 

gravitaționale este astfel suprimat;    

c) Condiția de coerență a dinamicilor entităților unui sistem complex implică o cubică temporală 

și de aici un spațiu Riemannian de tip temporal; 

d) Spațiul cubicelor asociate tensorului tensiunilor multifractale prin ecuația caracteristică poate 

fi structurat tot ca spațiu Riemannian de tip spatial. 

e) Cele două varietăți fiind izomorfe, rezultatul acestui izomorfism va implica întotdeauna 

compatibilitatea spațiu-timp în dinamica sistemelor complexe; 
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f)  Invarianța SL(2R) care apare ca naturală din construcția varietăților riemanniene implică 

anumite principii de metrizare și au ca finalitate fie extensia spațiului vitezelor din relativitatea 

einsteiniană, fie corelarea  cu metrici de vacuum electromagnetic. 
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13.  Mazilu  N., Agop M., Skyrmions. A great finishing touch to classical Newtonian philosophy, 
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Concluzii generale 

Analiza dinamicilor sistemelor complexe dintr-o perspectivă multifractală , scoate în 

evidență faptul că neliniaritatea proceselor de interacții este o caracteristică fundamentală a sistemelor 

din natură. Atât timp cât descrierea de dinamicia fost dominată de analiza liniară, proprietăți 

fundamentale ale sistemelor complexe erau eliminate din analiză. Perspectiva fractală ca metodă de 

bazăîn analiza de dinamici neliniare a scos în evidență câteva caracteristici și anume: 

a. Legile fizicii trebuie să fie invariante nu numai în raport cu coordonatele spațiale și 

temporale dar și în raport cu rezoluția de scară; 

b. Dacă în Mecanica Cuantică discutăm de dualitatea undă-corpuscul, analiza de dinamici 

din perspectivă  multifractală, specifică triada undă-entropie informațională-corpuscul; 

c. Invarianța SL(2R) fundamentală în descrierea de dinamică, permite construcția 

probabilităților fizice pe baza celor geometrice. Într-o astfel de perspectivă corelația 

undă-corpuscul se realizează pe baza entropiei informaționale, mărime ce poate fi 

corelată cu un tip particular de câmp gravitațional. În acest fel poate fi statuată natura 

entropică a forței gravitaționale. 

d. Procedurile de tip Ricatti și mapările armonice, permit mimarea unor criterii de evoluție 

spre haos, de tip dublare de perioadă, intermitențe, etc.; 

e. Faptul că prin invarianța SL(2R) se pun în evidențăcomportamente de tip holografic, 

arată că pot fi stabilite anumite raporturi între procedurile de tip machine-learning în 

descrierile de dinamici. 
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