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Subiect
O cantiate de oxigen (considerat gaz ideal) se află într-un cilindru izolat termic şi închis la 
ambele capete. Cilindrul este împărţit inţial în două compartimente egale de un piston diaterm 
fixat în centrul cilindrului şi care se poate mişca fară frecare. În partea stangă se află 2l de 
oxigen la presiunea de  4 atmosfere şi temperatura de 300 K. Iar în partea dreaptă se află 2l de 
oxigen la presiunea de  2 atmosfere şi temperatura de 300 K.  Pistonul este eliberat şi se 
deplasează într-o poziţie de echilibru. Determinaţi valorile finale ale temperaturii şi presiunii 
în cilindru. Calculaţi variaţia entropiei totale şi comentaţi rezultatul obţinut pentru variaţia 
entropiei totale. (ln4/3~0.29 si ln3/2~0.4). 

Barem
Deoarece sistemul este izolat de exterior (izolat termic şi mecanic), energia internă totală nu 
se modifică. În plus, pistonul este diaterm şi gazul din cele doua compartimente este 
considerat gaz ideal, rezultă că temperatura finală este aceeaşi cu cea iniţială:

T i=T f=300 K
………………………………………………………..………………………………………1p
În starea de echilibru final, atât presiunile cât şi temperaturile celor două mase de gaz vor fi 
egale. Volumul iniţial al fiecarui compartiment fiind V = 2l, putem scrie:
1. pentru compartimentul din stanga (T=const.)

p1V =p V 1(1)
2. pentru compartimentul din dreapta (T=const.)

p2 V=p V 2(2)
În plus avem:

V 1+V 2=2V (3)
Împărţim relaţia (1) la (2) şi obţinem:

p1V

p2V
=

p V 1

p V 2

→
p1

p2

=
V 1

V 2

=2 ;V 1=2 V 2(4 )

unde p1 = 4 atm si p2 = 2 atm
Din relaţiile (3) şi (4) obţinem: 

3 V 2=2 V →V 2=
2
3

V =4
3

l siV 1=
4
3

V=8
3

l

p=p1
V
V 1

=3
4

p1=
3
2

p2=3 atm

………………………………………………………..………………………………………2p
Variaţia de entropie a sistemului se poate calcula ca suma a variaţiilor de entropie a celor 
două subsisteme. Cum nu ştim din start că procesul care leagă stările de echilibru iniţială şi 
finală este reversibil, pentru calcularea variaţiei oricarei mărimi de stare, folosim un proces 
reversibil fictiv care leagă cele două stări. Astfel pentru fiecare subsistem putem considera că 
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procesul care leagă stările de echilibru iniţială şi finală este o succesiune dintre un proces 
izobar si unul izocor, ambele reversibile. 
Pentru compartimentul din stânga (figura de mai jos)  

Variaţia de entropie a sistemului din partea stângă luând în considerare cele două transformări 
reversibile este: 

∆ S1= ∫
izobara

V → V 1

δQ
T

+ ∫
izocora

p1 → p
δQ
T

=ϑ1C p ∫
V

4 V /3
dT
T

+ϑ1CV ∫
p1

3 p1/4
dT
T

Pe izobara reversibilă avem însă , iar pe izocora reversibilă , astfel încât:

∆ S1=ϑ1C p ∫
V

4 V /3
dV
V

+ϑ 1CV ∫
p1

3 p1 /4
dp
p

=ϑ 1C p ln
4
3
+ϑ1CV ln

3
4
=ϑ1 ( Cp−CV ) ln

4
3
=ϑ1 Rln

4
3

Numărul de moli se poate calcula din ecuaţia termică de stare pentru fiecare subsistem: 

ϑ1=
p1 V

RT

∆ S1=ϑ1 Rln
4
3
=

p1V

T
ln

4
3

≅ 0.78 J / K

………………………………………………………..………………………………………
2.5p

Similar se poate afla variaţia de entropie a sistemului din partea dreaptă:

∆ S2= ∫
izobara

V → V 2

δQ
T

+ ∫
izocora

p2→ p
δQ
T

=ϑ2C p ∫
V

2 V /3
dT
T

+ϑ 2CV ∫
p2

3 p2 /2
dT
T

=¿
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Pe 

izobara reversibilă avem însă , iar pe izocora reversibilă , astfel încât:

∆ S2=ϑ1 Cp ∫
V

2 V /3
dV
V

+ϑ1CV ∫
p2

3 p2/2
dp
p

=ϑ 2C p ln
2
3
−ϑ 2CV ln

2
3
=ϑ 2 (C p−CV ) ln 2

3
=−ϑ2 Rln

3
2

Numărul de moli pentru compartimentul din dreapta este:

ϑ2=
p2 V

RT
de unde: 

∆ S2=−ϑ2 Rln
3
2
=

−p2V

T
ln

3
2

≅−0.54 J / K

………………………………………………………..………………………………………
2.5p

Variaţia de entropie a sistemului este:
ΔS = ΔS1 + ΔS2 = 0.78 J/K-0.54J/K= 0.24 J/K.

Valoarea strict pozitiva a variaţiei de entropie indică faptul că procesul descris este ireversibil.
………………………………………………………..………………………………………1p
Oficiu ……………………………………………..………………………..…………………
1p
Total ……………………………………………..………………………..…………………10p
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Barem – Subiectul II - Electricitate și magnetism 

1p – oficiu 

Punctul a) – 2p 

 Se observă că 𝜌(𝑟 = 0) = 𝑐, adică 𝑐 este densitatea de sarcină electrică în centrul sferei, 𝜌𝑜. 

0,5p 

𝜌(𝑟) = 𝜌𝑜 (1 −
𝑟

𝑅
) și  𝑄 = ∭ 𝑑𝑣 𝜌(𝑟)

𝑉
= ∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0
∫ 𝑑𝜃

𝜋

0
sin 𝜃  ∫ 𝑑𝑟

𝑅

0
𝑟2𝜌𝑜 (1 −

𝑟

𝑅
),        0,5p 

𝑄 = 4𝜋𝜌𝑜 (
1

3
𝑅3 −

1

4𝑅
𝑅4) =

1

3
𝜋𝜌𝑜𝑅

3,                                            0,5p 

de unde    

                                                         𝜌𝑜 =
3𝑄

𝜋𝑅3 .                                                                 0,5p 

 

Punctul b) – 2,5p 

 Distribuția are simetrie sferică deci se poate aplica legea lui Gauss sub formă globală. 

 Se alege ca suprafață Gauss o suprafață  sferică 𝑆(𝑟), de rază 𝑟, 𝑟 ≤ 𝑅.  

∯ 𝑑𝑎⃗⃗ ⃗⃗  (𝑟 ) ∙ �⃗� (𝑟 )
𝑆(𝑟)

=
1

𝜀0
∭ 𝑑𝑣(𝑟 ′) 𝜌(𝑟 ′)

𝑉(𝑆(𝑟))
,                                      0,5p 

 

𝐸(𝑟)∯ 𝑑𝑎(𝑟 ) =
𝑆(𝑟)

1

𝜀0
∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0
∫ 𝑑𝜃

𝜋

0
 sin 𝜃 ∫ 𝑑𝑟′𝑟

0
𝑟′2𝜌𝑜 (1 −

𝑟′

𝑅
), 

𝐸(𝑟)4𝜋𝑟2 =
1

𝜀0
4𝜋𝜌𝑜 (

1

3
𝑟3 −

1

4𝑅
𝑟4) , 𝐸(𝑟) =

1

𝜀0
𝜌𝑜 (

1

3
𝑟 −

1

4𝑅
𝑟2)                  1 p 

�⃗� (𝑟 ) =
1

𝜀0
𝜌𝑜 (

1

3
−

1

4𝑅
𝑟) 𝑟 =

3𝑄

𝜋𝜀0𝑅3 (
1

3
−

1

4𝑅
𝑟) 𝑟   .                                   0,5p 

 

Pentru 𝑟 =
𝑅

2
 se obține 𝐸 =

3𝑄

𝜋𝜀0𝑅3 (
1

3
−

1

4𝑅

𝑅

2
)

𝑅

2
 , 

𝐸 =
5𝑄

16𝜋𝜀0𝑅2                                                                      0,5p 

 

Punctul c) – 4,5p 

 Se determină câmpul electric �⃗� 1 creat în 𝑃 de distribuția sferică. Se folosește rezultatul de la 

punctul anterior, pentru 𝑟 = 𝑅, adică 𝐸1 =
3𝑄

𝜋𝜀0𝑅3 (
1

3
−

1

4𝑅
𝑅)𝑅, 

𝐸1 =
𝑄

4𝜋𝜀0𝑅2
                                                                        0,5p 

Se determină câmpul electric �⃗� 2 creat în 𝑃 de distribuția filiformă de pe semispiră. Pentru aceasta 

se folosește principiul superpoziției pentru o distribuție filiformă exprimat prin relația 

�⃗� 2(�⃗� ) =
 1

4𝜋𝜀0
∫ 𝑑𝑙(𝑟 ′)
𝛾

𝜆(𝑟 ′)  
�⃗� −𝑟 ′ 

|�⃗� −𝑟 ′ |3
 (sau o relație echivalentă).             0,5p 



 
0,25p 

Se scriu relațiile (sau relații echivalente): 

𝑟 = 𝑧�⃗� = 𝑅�⃗� ,   𝑟 ′ = 𝑥′𝑖 + 𝑦′𝑗 = 𝑖  𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑗  𝑅𝑠𝑖𝑛 𝜃,   𝑟 − 𝑟 ′ = −𝑖  𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑗  𝑅𝑠𝑖𝑛 𝜃 + �⃗� 𝑅,   

|𝑟 − 𝑟 ′ | = √𝑅2𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑅2𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝑅2 = 𝑅√2 ,  𝑑𝑙(𝑟 ′) = 𝑅𝑑𝜃 ,  𝜆(𝑟 ′) = 𝜆 =
𝑄

𝜋𝑅
 

0,5p 

Folosind aceste relații se obține 

�⃗� 2 =
 𝜆𝑅

4𝜋𝜀0
∫ 𝑑𝜃

𝜋

0

−𝑖  𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜃−𝑗  𝑅𝑠𝑖𝑛 𝜃+𝑅�⃗�  

(𝑅√2)
3 =

 𝑄

8√2𝜋2𝜀0𝑅2 (−𝑖  ∫ 𝑑𝜃
𝜋

0
𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑗  ∫ 𝑑𝜃

𝜋

0
𝑠𝑖𝑛 𝜃 + �⃗� ∫ 𝑑𝜃

𝜋

0
),  

�⃗� 2 =
 𝑄

8√2𝜋𝜀0𝑅2 (−
2

𝜋
𝑗  + �⃗� )                                                      0,5p 

În sistemul de coordonate introdus �⃗� 1 = −
𝑄

4𝜋𝜀0𝑅2 �⃗�  

  

 

0,25p 

Se folosește principiul superpoziției și se determină, �⃗� = �⃗� 1 + �⃗� 2,  

�⃗� =
 𝑄

16𝜋𝜀0𝑅2 (−
2√2

𝜋
𝑗 − (4 − √2)�⃗� ) ≡ 𝐸𝑦𝑗 + 𝐸𝑧�⃗�                              0,5p 

 

 

𝑂2 

𝑥 

𝑦 

𝑧 

𝑑𝑙 (𝑟 ′) 

𝑗  
𝑖  

𝑟  

�⃗�  

𝑟 ′ 𝜃 

�⃗� (𝑟 ) 
P 

R 

𝑃 

𝑥 
𝑦 

𝑂1 

𝑂2 

𝑧 

�⃗�  

�⃗� 2 

�⃗⃗� 1 

𝛼 

𝑅 

𝑅 

𝑀 



Modulul lui �⃗�  este 

 𝐸 = √𝐸𝑦
2+𝐸𝑧

2 =
 𝑄

16𝜋𝜀0𝑅2
√

8

𝜋2
+ 18 − 8√2                                       0,5p 

Planul în care se află vectorul �⃗�  este planul de simetrie al semispirei (plan determinat de axa 

semispirei și mijlocul acesteia M, planul yOz în cazul sistemului de referință ales). Aceasta 

deoarece 𝐸𝑥 = 0.  

Direcția lui �⃗�   este pe o dreaptă din acest plan ce trece prin punctul P și un punct  aflat pe dreapta 

determinată de mijlocul spirei M și centrul acesteia  𝑂1, punct aflat pe partea opusă a lui M în 

raport cu 𝑂1. Aceasta deoarece 𝐸𝑦 < 0. Sensul lui �⃗�  este spre exteriorul sferei, deoarece 𝐸𝑧 < 0. 

0,25p 

Înclinația lui �⃗�  față de axa semispirei este dată de relația 

  𝑡𝑔𝛼 =
|𝐸𝑦|

|𝐸𝑧|
 ,                                                               0,25p 

care conduce la  

𝑡𝑔𝛼 =
2√2

𝜋(4−√2)
=

2+4√2

7𝜋
, 𝛼 = 𝑎𝑟𝑔𝑡𝑔

2+4√2

7𝜋
 .                                                0,5p 

 



a) (3 puncte)

γ = γ1γ2 =
p2
p1

p′2
p′1

p′2 =
f2p

′
1

f2 + p′1

p2 =
f1p1

f1 + p1

p′1 = p2 − d0,

unde d0 este distanta intre lentilele.

γ =
p2
p1

f2
p′1 + f2

=
p2
p1

f2
p2 − d0 + f2

=

f1p1

f1+p1

p1

f2
f1p1

f1+p1
− d0 + f2

⇒

γ =
f1f2

f1p1 − d0f1 − d0p1 + f1f2 + f2p1
(1)

Aplicam ecuatia (1) pentru d0 = 2d = f1 + f2 si γ = −3:

f2 = 3f1

Aplicam ecuatia (1) pentru d0 = d = (f1 + f2)/2 si γ = −6 folosind rezultatul f2 = 3f1:

9f2
1 = −12p1f1 ⇒ f1 = −12p1

9
= 1 cm ⇒ f2 = 3f1 = 3 cm

b) (1,5 puncte)

d =
f1 + f2

2
= 2 cm

c) (2 puncte)

Micrometrul ocular trebuie pusa in punctul focal F1 a ocularului. Pozitia punctului F1 poate fi determinata
asumand ca p′2 = ∞

p′2 = ∞ ⇒ p′1 = −f2 = −3 cm

p2 = d0 + p′1 = d+ p′1 = −1 cm

p1 =
p2f

f − p2
= −0, 5 cm

Deci, micrometrul ocular trebuie pusa inainte de ocular, la distanta o distanta de l = 0, 5 cm fata de prima lentila
a ocularului.

d) (2,5 puncte)
L = fob + l + d ⇒ fob = L− d− l = 142, 5 cm

1

fok
=

1

f1
+

1

f2
− d

f1f2
⇒ fok =

f1f2
f1 + f2 − d

= 1, 5 cm

G = − fob
fok

= −95

1


